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ORGAAN VAN DE EDERLANDSE VERENGME 
VA SHUNOELERAREN 





Kort vooraf 


Vrijdag 16 september jlis de rondreizende 
‘entoonseling Imaginary in Eindhoven 


HET RLIER GERICHT OP. 31 geopend met een aantal vaardrachten en 


gen deht doorgeknipt Lat. Een van de 


PAUL DALNERS sprekers was Tom Verhoef! met een mooi 
stre oke tone wer de wies bjecen 
ven zij voer Kans Verholen 
HE vod wan Zire en or 
VASTGEROEST 39 are olakinide Vee fien var Koo 
vaan nensT eben meerdere dimergende wide 


WISKUNDE DIITAAL 40 vooral zien dat er aak zander die anzicht- 
marve eee 


VERENIGINGSNEUWS EW” reep 
neee mnd nva eng 
ral rl ver gan? Djworbend 


het arkel van Rb van Oord (blz 19), 
waarin hij de onzichtbare wiskunde van de 
patatzak ontrafelt. Ol in de bijdrage van 


lacques Jansen (blz 3) waarin hij cht 
schijnt op een passage uit het boek Liefde 
& Wiskunde van Edhard Frenkel. Een 
mooi vaareeld is oak het verhaal van Jan 
Ono Kranenborg [blz-23) waarin vervan 
dering over een patroan in zwaartepunten 

SERVIGEPAGINA 46 tat een mooi resultaat leidt. En er zullen 
‘ongebwijeld heel veel leerlingen zin die 
het als onze belangrijkste tak zier: het 
licht aten schijnen op vaor hen in erste 
instantie onzichtbare wiskunde. Vraag 
dat maar aan Thom, leerling van Ebrina 
Smallegange (blz 15). Of gewoon aan uw 
eigen leerlingen. 





Tom Gers 
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BENZINEVERBRUIK OF EEN DIFPERENTIE- 


QUOTIENT 


WAT ZIEN LEERLINGEN? 


PaulineVos 
Geit Roorda 


Hoelang dst het voordat ering een wistunde beep bivoarteel de afgelede fl 
belen gebruken) Hoeveel ud er ussen de eerste kennismeking metde efgelede 
enh moment dt eertngen het echt dor heter Een week? Een maand? Een jar? 
Paine Vos en Gert Roorda hebben di onderzocht en doen verleg ‚wee artlelen 


leiding 

In het wskndige begrip afgeleid kamen ders 
spelen samen vos Mibe atie apecten 
(ii ingaan heling sten age 
He peten (erniet de gelede cie) 
en natans opeten rei veeling) De 
Sieds de inst van ze prnes vaart je een 
Tinie iaer op cen Slet Noar de 
Signed ok aen tje wanner je olst an 
pede an aren gesae lr 
(ivmrbeld de keingregelKartm. de gelde 
Ien vend island begrip handi ver het 
so besch var vegen aar ande 
leringen moslim elen 

In dere wer arten besien ve hoe de lewis van 
leringen zich nitie zo ve di hebben wars” 
ponen ondere” Ii ondere algen we toe 
orang ten va leering wistnde vna fe 
inde van de erde Has 10 aa bet begin vn de zesde 
Ks rde vierde ba orden de lengen ij vaar. 
lade seed op En manen (dor aan en gate ven 
rak te nen) In de vide Kla egen de erlngen 
Voer he eon de gede me raken oon 
ties ddereniegatinen en imiten He beek dt de 
Hin vande leering na dt eerst ost erg. 
mentarserd vas. Ze haden alemaal wel ls begrepen. 
ar he ontbrak aam oer en ze varen hari ir 
Fatale Pas va cen a Jar Londen de bete 
letingen verbonden loggen Ze ade rides 

vee geselen met he bekenen van rrenen met de 
Katie en de padre hodn de gld 
toegepast op genomen on garneer 
oak cniedagg ven mer de iele gemaakt Sei 
van en aften In errans zag en 
Verband sen de age en de mauro 
voo aigeegde aarden seed (ho en of) 
De bere Trige deden ar ongevear en hal joar er 
voordat ze zich de glide ger gemaak hadden. De 
Seniddl resiende ergen boanen pz a en haar 
B webu En de male leringen amen zel 


miet af nauwelijks tot sen echt begrip, Die konden wel 
regelijs toepassen, maar geen verbanden leggen. Later 
komt hier nag een vaarbeeld van 

In het onderzoek zat een opgave overeen dilerentiequa- 
tiet Linmen een context van benzineverbruik. We heben 
recent de antwoorden van de ten leerlingen opnieuw 
geanalyseerd. In dit artikel bespreken we de opgave en 
et hearetisch kader, in het volgende artikel komen de 
leerlingen aan het waor. 


Onderzoeksmethode 

Aan het onderzoek namen tien vwa-leerlingen met een 
N-prohiel (das met wiskunde Bj deel: Andy, Bob, Casper, 
Derien, Ely, Karin, Maaike, Nico, Otto en Pit (nit hun 
echte namen). Ze werden met intervallen van een halfjaar 
geintervieuwd: in bet voorjaar in klas 4 vaa (mes) in het 
ajaar in klas 5 va (aavember), in het voarjar in Nas 

5 (mei) en in het najaar in Kas 6 vaa (navenber) Elk 
\atersiew bestond eruit, datde leerlingen hardop denkend 
gen aantal contextopgaven moesten oplossen. De opgaven 
gingen (lteraard) over de afgeleide en waren speciaal 
voor dit onderzoek antwikkeld. Het anderliggende wiskun 
dige begrip in de opgaven, de algelede, werd niel aan 

de leerlingen meegedeeld. De woorden ‘algeleide’ al 
dierentiren” mam de interviewer nie in de mand. en 

de symbolen “ol dyld werden vermeden in de teksten. 
De leerlingen maesten dus zel op het idee komen om de 
algeleide te gebruiken. Toen aan het inde van hel onder- 
zoek in de zesde klas, aan de leerlingen gevraagd werd ol 
ze een rode lij in het onderzoek haden ante, konden 
aleen de betere leerlingen benoemen dat het over de 
algeleide ging. De zwakkere leerlingen hadden geen idee 
van een overkaepelend hema. De opgave waaraer we. 
bier rapporteren zat niet in all ineniews. In een langle 
pend onderzoek moetje namelijk de opgaven afwisselen, 
want als je telkens dezelfde opgaven herhaalt, kanoen. 

de leerlingen zich erop gaan voorbereiden. De opgave 
waarover we bier rapporteren za in de drie opeervol- 
gende intersieas vanal het najaar 1 vo 5 





Eucuipes 92 | 2 





guur 1 De berzincopgae 


Benzinaopgeve 

De bezingen, zie gro 1, gat oer ven a er een 
ideen vaa at mien van het berner. Deze 
arten arta, maar wel voarstelbar Wisan 
gezien gat de pe oer een bni Vi di hel 
Berzin V (in Lr) weergeeft na sen geteden 
altan 2 (loner) De opgeve veagt on cen inter 
prei van een rentiegnoint, waarin heal de V 
nde zonk en ht 

De opge heet een aanta ponder kenmerken. In 

de eers plaats kam ok iemand zander ens van de 
allle cen Interreatie van hetere 
geen Ten tweede ie de vaag mar een rra van 
en eren afin van standaarden in 
schaad an indeter, wat het arterie rie 
em gea maar en verle otschihing Ten dere de 
fate Via ria gegeven daar een ucevaarscht De 
artemis sap an veel Larlngen om e gaan reken 
ard daarmee getart nde opgave aijn zc een 
Tabel a en raf van Vl) toegerogd. Daarmee vert 
riet de ante za we de iafaratiejer en kermmen 
zien aa wee opsta di leringen de vana 
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geven. Om de leerlingen te stimuleren bij hun redene- 
ringen over de benzinegpgave werden tijdens het inter 
view aamallende vragen gesteld. Een aamullende vraag 
betrof de imlaed van de graote van op de betekenis 
van het dlerentiequoliënt. Dit kon aanleiding geven lat 
gen wiskundige redenering over het imetproces. Alseen 
leerling geheel in termen van de benzinecanlext bleel 
redeneren werd de vraag gesteld ol hijzij het dilierentie- 
quotiënt eerder gezien had. Hiermee kon duidelijk worden 
al leringen het difierentequotiënt herkenden van de 
lessen al van het schoolboek. 


Wiskunde- of contextgerichte aanpak 

Waar we benieuwd naar waren: zouden de leelingen 
meer wiskundig gaan redeneren, dus hel dilerenie- 
quatiënt relateren aan de ichüngscaeliciënt van een 
Kaorde, en aan het lmietproces en de aigelede? Ol 
zouden de leerlingen eerder its gaan zeggen over de 
‘content das over et gemiddelde verbruik ver een tre 
van hKlometer? Om di it de inlenieas te halen helen 
we gebruikgemaakt van het analsekader van Andras 
Busse va de Universitet van Hamburg Busse ontdekte 
dat als leerlingen een wistumdige contentopgmve 

maken, ze verschillende kanten it kunnen gaan Hi 
‘dassliceerde de probleemaanpak in vie deaaliypen, zie 
iu 2-ambualent (ondidelike aanpak) iskundege- 
richt, contentgericht en integrerend. Het laatste ideaal 
type is van het hoogste niveau: op dit niveau kunen 

‘de leerlingen goed verbanden leggen tusen wiskunde 

‘en content Ut Buses onderzoek blj dat de ideaal 
‘pen per leerling en per opgave kammen verschillen: 

de probleemaanpak van een leerling kan dus bij de ene 
opgave meer cantextgercht zij en bij een andere opgave 
meer wiskundegericht trai de prbleemaanpak van zijn 
buurman precies anderzom kan zi 

We geven in deel 2 van di artikel gedetaileerd de 
prableemaanpak van ver leerlingen, Ely, Bob, Nico en 
Doren, als ze achtereenvolgens in het begin van vaa 5, 
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figuur 2 De vier ideaatpen van Buse vaarde aanpak van een 
wiskundige cantevapgave 


IN 


het sinde van ve 5 en het begin van vor 6 ziten. 
Misschien wilt uw in de tussenliggende tjd de opgave eens 
aar uw eigen leerlingen laten maken. Op de website 
staat de opgave als werkblad. 

‘Wordt vervolgd in Euclides 92(3) 


Heten 

(IJ In de geleide hum je oak dre proces-ohjrtparen 
identificeren. Proces-objectparen zijn wee kanten van 
een wiskundig begrip. Bivearbeeld bij het wiskundige 
begrip ‘rk’ bestaat de proceskant uithet tekenen. 
met een passer op papier. De oljectkant van hel 
begrip ‘arke’ is de verzameling punten die gelijke 
‘afstand helden Lat het middelpunt. OT denk aan een 
breuk, die je kunt zen als gen deling, maar ook als 
‘getal Voor het leren van een wiskudig begrip is 

het belangrijk am vat te krijgen op beide kanten. Bij 
‘de algelelde zijn de proces-abjeciparen: er is een 
‘delingsproces en gen quotiënt, er is een umieproces 
‘en gen lime, er is een akaal-glabaal proces (en 
aleiding in een willekeurig punt x= a en een waarde 
(fa) die een lunet P(9) werdt. 

Roorda, G. (2012). Ontwikkeling in verandering: 
‘ontwikkeling van vaskundige beiwaarheid van 
leerlingen met betrekking tat het cncept geleide 
Proelschri Rijksuniverstet Groningen. Diglaal 
beschikbaar: hip vvarug lerarenopleiding 
Nieuws/praelschritGerelRoorda pd 

Roorda, G. (2012). Uit de ivoren ocen: ontwikkeling in 
hennis van algeleiden. Nieuwe Wiskant, 32(2), 14-19. 
In het anderzoek zat nog een andere redeneer- 
‘opgave, de Remwegopgave, meteen lunctie Ri) vaar 
de remweg als lunet van de snelheid. Er werd om de 
interpretatie van RBO) = 1,50 gevraagd, zonder dat 
de functie R gegeven was Zie: Roorda, G, Braber, N. 
‘den & Vos, P. (2008). De renweg als tunctie van de 
‘snelheid; en wat is dan de algeeide? Euclides, B), 
31307. 

Busse, A (2011). Upper secondary students handling 
‘ol realworld contents In G Kaiser, W Blum, RL 
Boromea Fer, & GA. Stilman (red), Trends in 
Teaching and Learming of Mathematical Modeling 
(tie 37-46). Berlijn: Springer 
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Over de auteurs 

Pauline Vos bogleraar Mathematics Education aan de 
Uinwersitet van Agder (Noorwegen) 

Email: (pvashotmailcom 

Geri Roorda is vakdidachleus wiskunde aan de 
Uinwersitaire Lerarenopleiding van de Rijksuwerstelt 
Groningen en aan de Masteropleiding Leraar Wiskunde 
van de Naordeljke Hogeschool Leeuwarden 
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HAAKJES IN HISTORISCH 
PERSPECTIEF 


Haaks wegwerken is typisch zon vaardigheid de na 
de zomervakantie wel enige opfissng behoeft Henk 
Hietbrink bedacht een wertwijze om dat zentekdeijker 
te maken het inzetten van histanische bronnen 


Henk Hietbrink 


Plato en Euclides 

De eerste les van het schaojaar open ik in 4 van 
wiskunde B met de vertrouwde stelling van Pyhagoras: 
(eekadraat plus behwadraat is e-hwaraat” roept 
edereen dan meteen. Maar aak de beekenis van cie 
‘mantra herinneren de leeringen zich nag wel: als de 
driehoek rechthoekig is, met rechthaekszijden a en ben. 
schuine zijde c dan geldt + Ie = cen omgekeerd als 
@ + B =, dan is de driehoek rechthoekig 

Vervolgens waag ik de klas of het ze wel eens opgevallen 
is dat er dan meestal van die mooie kloppende getallen 
voorbeelden gegeven worden ‘Drie vir vi Kinkt het dan 
vaak, Hoe zau je die kunnen bedenken? Ik verle de klas 
dat er recepten bestaan om mooie, lees geheeltallige, 
rechthoekige driehoeken le maken. Te beginnen met hel 
recept dat aan Plato toegeschreven ward, zie figuur 1 








Recept van Plato 
Neen een gehele a 

Belen de echiakseijde a = 2e 
Baran de echorkarijdeb= 1 
Bark de angst zijde e= +1 


+1 
2m) 


uur | 





Ik laat de leerlingen eerst een getalemoorbeeld 
uitwerken. Neem bijvoorbeeld je huisnummer voor mr 
Maar daarna gaat het algebraïsch! De klas werkt (2 
(a — Ii en werkt (+ I uit door de haajes weg 
le werken. De meeste leerlingen ontdekken een aanpak: 
het ie veel handiger om eerst in beide uitdrukkingen 

de haakjes weg te werken en le concluderen dat rechts 
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hetzelde staat als link. Dat is veel genvoudiger dan le 
proberen om vanuit (2) + (a — uit te komen op 

(ee 4 1 Ook zien ze het verschil lussen een vergelijking 
oplossen (datt her let aan de orde) en een uitdruding. 
herleiden 


‘Verolgens gaan we verder met het recept van Euclides, 
huur 2 





huur 2 


We beginnen weer met een eigen gelallenvoorbeeld. 
‘Neem biaarbeeld wee cijfers uitje feleloonnummer- 
Vervolgens tonen we met de variabelen men » aan dat 
vt recept ali een geheeltaläge rechthoekige driehoek 
oplevert. Ook hier benadruk ik dat de opdracht is om de 
(ene vidruiking, inks, te hereiden tot de andere uitdruk 
Ving, echts. En dat je het bewijs uitwerkt door van twee 
kanten te beginnen: alie haakjes wegwerken, zowel bij 
(mj + (p= 15 als bij (a + 1} en daarna beide 
vitdrakkingen met elkaar vergelijken. 


“Slimmer dan zeventiende-seuwers” 

Derde deel van de les is een korte intraductie van het 
‘wek van de Fransman Franciscus Vie, dal rond 1600 
verscheen. De abeelding in figuur 3 komt it zin boek. 
De tatie is nog wat onbeholpen. Zo betekent Ag het 
kwadraat van A betekent Ang het product van A met 
B, Ain@bis is dan tweemaal A keer B Het ‘='ken 
betekent minus. Deze tekening geet des het recept van 
Euclides, maar dan anders opgeschreven. 














AT+BT Ainbbie 


Ag == 


DE 
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De boodschap is dat wiskunde een vak is dat al aud 
(is en zich stapsgewijs verder ontwikkelt. Grappig is 

dat leerlingen zichzelf veel slimmer vinden dan die 
zeventiende geuwers. Als zij dat kunnen, dan kunen 

wij dat ook Deze jeugdige avermoed is in deze les een 
belangrijke motivatoren gen beej doorzelingsvermogen 
‘annen ze wel gebruiken bij het vierde deel 

Klap op de vuurpijl is de volgende bewering bij de 
tekeningen van Vite In figuur 4. Boven staan wee 
rechthoekige driehoeken en volgens Vite zijn de twee 
driehoeken daaronder ook rechthoekig. De notatie is 
bistarisch authentiek en de leerlingen kennen hem uit de 





vorige opgave. 
ze Er zi td 
Áar Se 
huur 


Ook hier magen leerlingen eerst met geallenvoorbeelden 
‘aan de slag. Omdat en voorbeeld geen bewijs is, moe 
het daarna uiteraard algebraisch. Er ijn maar lest zee 
variabelen. In deze opdracht zit veel verstopt bijvoor 
beeld de substitutie (ZA) = ZX = (B° + DF: + 3) 
Bij het herleiden kan van ales laut gaan. Samenwerken 
mur heel belangrijk de leerlingen controleren elkaars 
week continu, want een fou mel een mimelj is zo 
gemaak. Leerlingen ontdekken dat deze uitwerking niet 
zonder tussenstappen kan. Aan het einde van de les is 
voor iedereen duidelijk hoe dat ook al weer zal metde 
haakjes. Bovendien weet ik als docent na de eerste les 
direct wie terugdelnzen vor cen (beetje) algebra en wie 
zich stevig vastbijt in haakjes 





Weer informatie 
Zie waw ransanschaoten vor meer historische vaiaiee 
‘op het thema driehoeken met geheeltallige zijden. 


Over de auteur 

Henk Hietbrink ts docent wiskunde aan het St Gregorus 
College te Urecht, is als gast verbonden aan de vakgroep 
Geschiedenis van de Wiskunde van de Universiteit 
Uiecht en heet tijdens een Leraar In Onderzoek 

rape de website wnwdransvanschaolen.nl ontwikkeld 
Emailadres: etbrink haplanetnl 








KLEINTJE DIDACTIEK 


VOORTGEZETTE INTEGRAALREKENING 


Vanden uw leerlingen voortgezete integraarekening 
‘vak za lastig? Voor wie di anderwerp van wiskunde 

B niet doceert: dit is ven magelijk kouzsonderwerp 

bij wiskunde B en gaa bijvoorbeeld over partieel 
integreren, integreren via de substittiemehade en 
integreren via breukplitsen Leerlingen vinden het 
vaak lastig om te ween welke melhade moel varden 
toegepast als ze op de toets aen opgave krijgen, omdat 
dt ma niet meer daor de iel van de paragraal duide 
lijks 

Voor deze laeringen gebuik ik ven stroomschema. 
zoals in guur 1 In het ideale geval stel je dit stoom 
‘schema zamen met de klas op. In het stroomschema 
begin met de vraag: is de gegeven lance een 


breuk? Het ie aak mogelijk am e starten met de vraag 
al de gegeven lancie een product is maar dat is — 
vermoed lastiger 

Graag hoor ik wat u van het stroomschema vindt. 
Aarvalingen al verbeteringen zij altijd welkom. Het 
breuksplitsen als methode (a staartdelen ol anders} ie 
ait verder itgewerk. Dat zou gen leuke wiskundige 
denkactsiteit met de las zin 

Tot slat: voor leerlingen met een stoornis in het aut 
tisch spectrum geldt dat ze dt soort stroomschema's 

ol verbanden veel lastiger zelf ontdekken. Vaar hen is 
gezamenlijk zo'n schema opstellen daarom extra matig 





Lonneke Boels 








Ie ven brei 








/ \e 

































































Vartant op td r 
VAN 
Ten 
Varan opl» B 
RR Ze 
DAs eel ee 
NES 


























‘Cietomerisch 


KS Braap, darna 
A= arca +€ envel 

















uur 1 Stvounschen vorigezete integraarekering 
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Reinier Schmiermann 


WELRIEKENDE WISKUNDE TUSSEN DE 
WOLKENKRABBERS 


Van tt 18 ul vand in Hongkong de Ihrematonae Wiskunde Olympiade (AO) plaats 
Het ederlandse team behaalde ier drie bronzen medals en dri ervalkevermet 
dmgen Daelnemer RmerSchmiermann (15) de twee jear an de olympadewraining 
heeft meegedaan en middels Technische Wiskunde en Software Sience studeert 
aan de Technische Unet Eindhoven (TUe) bespreekt in dt ackel opgave 4 de 


eerste opgave van wedstrijddag 2 


Onvergetelijke ervaring 

Hangkang is een plaas waar verschillende culturen 
elkaar ontmoeten. Ook tijdens de laatste IMO gebeurde 
di Deelnemers van overde hele wereld kwamen samen 
‘om zich te buigen over zes pittige wiskundeopgaven 
verdeeld over twee dagen. Ook Nedeland had weer 
een team gezanden en ik macht hie deel van uilnaken. 
Na een trainingsweek in een uxehoel in Hongkong 
vertrokden we naarde campus van de Hang Kang 
Uniersity ol Scenes and Technalog, waar de wedstrijd 
plaatsvond. Hier heben we deelnemers van vel andere 
landen ontmoeten jens de encres hebben we de 
Hongkongse cultuur lren kenen. Dit alles was een 
omergetelijke ervaring) 


Opgave 
De wedstijd was verdeeld aver wee dagen. Op 
elke dog legen we 45 ui vase ie opne. De eerie 
opgeve vo weiden 2 lulde al ve 

Ean vermeng pese efele Gelaen de pe 
walielend ls de it minne wee lonen bestat 
lk an de lemerten ven roder genen hee 
Mede an di anr lemen. Deken Pijn + 
51 Wat et Kent mogelijke geel getob > 1 
zodanig ct ereen geel gel 1 > esta waaneer 
de vecom (e+ ba 42 Pe +) 
wetend 

Vis Her ma agenljk de ede? Wie gean peer 
volgende eee waarden a de plonsen en 
belan de uden ervan. Zan vermel lar 
sten weekend ls lie winter pemloie 
gemeen heft leen adr iks; dn as bijor- 
Hed 15 oi zi dan moet er nag enn andere kont 
tzit de deelsor is dan Ja We nesten lin 
glij de else wekkende verzameling vinden de op 
dere mier foet de pelon e molen Die geitje 
vende veran ht gela B waa de pat aac 
wast 
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Verkenning 
Laten we eerst een aantal Meine waarden van P vir 
kenen \We vinden zo de valgende waarden: 





Ten eerste zien we dat al deze getalen oneven zijn Dit 
geldt in het algemeen, aangezien Pla) = 1 +14 1 = 
ol + 1) Ten nn +1) altijd even is (omdat mol 
+1 even moet zijn). Dus Pír) is altijd aneven. Aan 
deze gevallen val ook ap dat Pi) deelbaar Uik te zijn 
dear 3 als pcengruent is aan 1 madl 3. We kunnen 
vrij makelijk controleren: ale m congruent aan 7 
madolo 3, dan is Pl) = 12414 1m 30 mod ds 
di vermoeden klopt inderdaad, Er geld verder dat als 
mr congruent is aan 1 modale 3,7 + 3 dit natuurlijk cok 
Hieruit volgt dat in dat geval Pl en Pin + 3) een 
gemeenschappelije lactar 3 hebben. Wat gebeurt er als 
neen andere waarde aanneemt modulo 3 kan Pr) dan 
‘ook deelbaar zijn door 37 Als n = 2 mad 3, dan is Pr) 
4241 mod Jen als n = 0 mad 3, dan 








RECTIFICATIE NAMENS HET 
BESTUUR VAN DE NVVW 


In het ariel Vastgeroest in Euclides 92-1 pleit Ab van 
der Roest vaar eon exactere benadering van de wiskunde. 
Dit is echter niet in overeenstemming met de regels die 
gelden sinds het verschijnen van het artikel Gelijke 
monniken, gelijke kappen’ in Euclides 003 (decenber 

2014, zie htips|wewscrmnrl{23152{vekinboudelik, Daarin 
Is dili dat het CV alien moet worden gebruikt als 

de vraag niet geheel goed is opgelst. De bolejes geven 
‘aan tat waar de leerling is gekomen Het CV geeft ook de 
‘geest aan waarin moet worden nagekeken. In Vastgeroest 
zijn wee voorbeelden gegeven die niet volgens deze zegels 
worden beoordeeld 





Voorbegld uit wiskunde B-examen (snijpunt van lijn 
en grafiek) 

In de vraag saat bereken en vegers het namecatrap 
parten de nieuwe aflaten dt dat de GR voed 
ag weren tgene. Da wert eg dadel door mar 
aanva egen op hie ciale ava Een 
(ering di de Goat en caat aaneft hae ij dal 
heelt gedaan. gelt daarmee impliciet aan dat ide verge 
lijking oplost en verdient het erste leje dus wel Het 
CV IS de bemaling it nad, anda deler de 
vraag correct opa en di all amen vrien De 
toemen va Al dat zl O parten kan worden verdedigd 
is apart omdat er iet alit naa algebra wordt 
graag in dze opga Het erste bol is bedeeld voor 
de ringen de lt verder kamen da he opschrijven van 
de vergelij en dare ie Lt een antr komen. 
ls en leg vastloopt a het algebaisch opassen van 
dee verging klif deze leelg maar 1 part 


Voorbeeld uit wiskunde A-examen (binomiale verdeling) 
In dez vraag geldt ook dat ale punten moeten warden 
gegeven bij een orect indantwaard. De leelng laat zien 
dat het een binomale verdeling (dor binamdl) en geet 
daarbij ok de men de p an bij de beschrijving van het 
gelruik van de GR. Het eerste belle is ok ier alleen 
bedoeld vor de leerling die mie verder komt dan dat 
erste boleje fen dus ook miet aangeek dat het cumulatief 
mot} en zijn GR op dit punt net weet te gebruiken om tot 
een antwoord le komen 


Nawoord van Ab van der Roest 

De reach van het bestu lezend, wil ik graag toelichten dat 
Ik im de geest van de nieuwe regels nakijk Ik dae dat echter 
riet van harte, maar Inhet besef dat er keuzes gemaakt 
‘worden ie riet mijn keuzes zjn. Hel ecace van de wiskunde 
vind ik in tijd metde keuzes die de CATE maakte Dat is 
het punt dat ik met zijn Vastgeroest wilde maken. 
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ls PZ 0404 1151 mod 3, dus Pri alleen 
deelbaar door 3 als n= 1 mad 3. Mischien hebben we. 
hier ater nog wat aan. 





Kleine waarden van b 

We willen aiteindelik de Kleist mogelijke waarde van 
binden de voldoe, dus aen we avast vaa wat Kleine 
waarden va ds gaan vaststellen af deze kunnen voldoen. 
(Als we van een bz kunnen bewijzen dat hij niet voldoet, 
dan geeft dit mischien en idee hoe we van andere 
kunnen bewijzen dat ze aak iet voldoen. Bovendien 
ebben we de opgave opgelast als we een b vinden 

die wel voldoe en van ale Kleinere Is hebben bewezen 
dat deze niet voldoen. In de opgave is gegeven dat een 
weliekende verzameling ut minstens twee elemenen 
moet bestaan, hieruit volgt datb minstens 2 moet zin 
Laten we dus eens kijken wat er gebeurt als b = 2 De 
vraag ts mu of ergen a bestaat zodat le verzameling 
{Pa + 1), Pla + 2} welriekend is. Deze verzame 

ag is alleen weekend als Pa + 1) en Pla + 2) een 
gemeenschappelijke priemdeler hebben. Nu kan a+ 1 elk 
positief geheel getal zin ds hets mu de vraag ol er een 
postieve gehele n is zodat Pr) en Pin + 1) een gemeen- 
schappelijke prienlactar heben. Twe getallen hebben 
een gemeenschappelijke premdeler dan en slechts dan 
‘als hun grootste gemene deler (ggd) grater is dan 1. We 
goan daarom de ggd van Pr) en Pln + 1) berekenen Er 
geldt dat Pr) =P 41+ Len Pa + IJ =(n +I + 
(+1) + 1 + im 4 3 Het gaat hier dus om 
Bod + +1 + 3n 4 3 Nuis er een rekenvegel 
die zegt dat je voar het berekenen van de gd van twee 
getallen net zo goed bij een van dee getallen een veelvoud 
van het andere getal kunt optellen. Hiermee vinden ve 
dat de ggd van Pr) en Pin + 1) gelijk is aan ggd’ + 
DHA dt Bl nj = ggd nt 
2n + 3 Omdat we weten dat + +1 oneven is, 
magen we de tweede term door 2 delen, des ggd” + 
mt 12m 42) = dl nà H+ 1 (mers 

14 + Tis niet deelbaar door 2, dus zijn beide d's 
di ook niet adat de factor 2 in de andere term iets 
uimaalt, Oak deze eigenschap zullen we nog een aantal 
Keer tegenkomen. Door nogmaals de rekenvegel toe te 
passen, vinden we dat deze laatste ggd weer gelijk is 
aan ggd tn + rf + dn +) = god, 1 + 1) 
= 1. We vinden das dat gadlPl, Pa + 1 =d Hieruit 
velgt dat Pr) en Pln +) nooit een gemeenschappelijke 
prieaiactor kunnen hebben Er geldt dus datb = 2 riet 
voldoet Stel nu datb = 3, We willen nu weten of de 
verzameling {Pa +1), Pla + 2), Pa +3} weliekend 
kan zijn Als dit het geval zou zijn, dan weten we dat 
Pla + 2) een prieniactor gemeenschappeljk heet met 
Pla + 1) of Po +3) We helen echter net al bewezen 
dat de P van twee apeervolgende getallen nooit een 
gemeenschappelike prienlactar kan hebben, dus dit kan 
iet We zien nu dus ook da b = 3 ook niet kan, er moet 
dus gelden dat 52 4 
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ipuar 1 Van las naar echte Catril Vase Pim Speler 
Reinier Schmiermann, Lev van de Pl, Wetze Koops en Enk 
van Cappellen ijden de openingscaremerie 


be4 
Laten we das verder gaan met het geval 4 = 4. er aen 
(zodat de verzameling (Pla +1), Pa + 2, Pla +3) 
Pl + A} welikend 1) Als dt het geval is,dan moet 
Pla + 2) een priemdeler gemeenschappeljk hebben mel 
Pa +4) (want met Pla + 1) ol Pa + 3) is weer geen 
optie. Op een vergelijkbare marier vlg dat Pla 43) 
veen priemdeter gemeenschappelijk moet heben met 
PA + ij. Not he due de vraag ol dl kan. Daanvaar 
lijken we naar de ggd van Pl} en Pr + 2) 

Er geldt det Po) = 1 4 + 1 en Pr + 2 =(n + 2 
Hlm 2 + +347, ds ggd) Pin +2) = 
Wd + +1 + 3m +7) Als wee mu weer de reken 
regel voor gas loepaszen, dan vinden we dat deze god 
gelij is aan ggd 4m 414 Sn +7 ln 
A1) =agd( + + 1, An + 6) Ond 

is kannen we de weed term delen door 2 en ds is 
deze ged gelijk aan ggd? + +1 Zr + 3) Na get 
dal 2m + oneven, dus magen wt de eerste er wel 
met en actor 2 vermenigvuldigen. Dus ggd” + +1, 
2m 4 3) gd + 2m 4 22 43 Det ie ijn, want 
deze rechter ged kommen we met de rekenregel weer 
herschrijven tol god +2 + 2 —ol2n + 3) 2 +3) 
Sgdn + 2, 2n 3 En als we mus nogmaals de reken 
regel lepassen, da vinden we dat deze ggd weer gelijk 
1 aam ggd 4 22m + 34 Aon 4 2 = oden + 27) 
Deze gd is ali 1 ol 7, en hij ds prees 7 als 

mn + 2 deelbaar is daor 7, das ale n= 2 md 7 Dit is 
dus het enige geval dat Pa) en Pa +2 een gemeen 
schappelijke prilacter hebben. Inhet geval = 4 moest 
er gelden dat Pla + Ij en Pla + 3 een gemeerschappe- 
like prienlactor helden en dat a +2) en Pa + 4) een 
gemeerschapplijk prienlsctar heben Dit betekent dus 
dat zowel 4 1 = 2 mad als a+ 22 2d 7, maar 
da kan nooit tegelijkertijd wear zi. Ook het geval b 
voldoe dus net 


4m + 1 oneven 
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be5 

Omdat we nag steeds geen bs heben gevonden de 
voldoet, gaan we gewoon de volgende b praberen. Stel 
dus dat b = 5. We willen nu weten of de verzameling 
(Pa + 1, Pla +2) Pa + 3 Pa + 4), Pla + 5) 
welriekend kan zijn Stel dat deze verzameling werie- 
kend is, dan moet er dus oak gelden dat P{a + 3) een 
premlacter gemeenschappelijk heelt met een van de 
andere getallen in deze verzameling, en dat moet dan 
om Pla + 1} ol Pa + 5) gaan. Met wat we net hebben 
bewezen, geeft dit data + 1=2 mad alat 322 
mod 7. Ut de weliekendheid van de verzameling volgt 
ook dat Pa 42) een gemeenschappelijke prienlactar 
moet hebben met een ander slement. Nu weten we weer 
dat Po +1) en Pla 4 3) miet dit andere element kunnen 
zijn Ook kan er net gelden dat a 4 2 = 2 mad 7, 
wanta+1=2mod Tola +3 = 2 mod 7, dus heelt 
Pa + 2} ook geen gemeenschappelijke prienlactar met 
Pa + A} Er moot dus wel gelden dat Pla + 2) een 
gemeenschappelijke prielactor heelt met P(a + 5) Erle 
zo aak le bewijzen dat Pla + 4) een gemeenschappelike 
priemlacter heelt met P(a + 1. Om erachter te komen of 
dit mogelijk is, gaan we weer kijken wanneer Pln) en 
Pa +) een gemeenschappelike priemlactar hebber. 
Aan het begi hebben se al gezien dat als n = 1 med 3 
deze getallen een gemeenschappelijke lactor 3 hebben 
(en anders nie). Is er mischien nog een andere tuatie 
waarin Pla) en P{p + 3) een gemeonschappelike rien 
deler heben? Om hierachter te komen, kijken we nu 
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weer naar de ggd van Pa en P+ 3). We kunnen op 
een vergelijkbare manier als bi de vorige ggd-bereke- 
gingen laten zien dat deze ggd gelijk is aan 1 als Pr) 
niet deelbaar is daar 3 De getalen Pf) en Pla + 3) 
helen in dit geval dus geen gemeenschappelijke prem 
(acta, zodat we zien dat Pr) en P{n + 3 alleen en 
gemeenschappelijke prilactr hebben als n= 1 mad 3, 
Het is dus onogplijk dat Pla +1) en Pa + 4) een. 
gemeenschappelijk prinlactr hebben en dat 

Pra + 2} en Pla + 3) ook een gemeenschappelike 








prientactar hebben, want dan zouden zowel a + 1 als 
+ 2 congrvent mosten zijn aan Ì modo 3. Oak = 5 
‘voldoet das niet 


Oplossing 
Laten me das anderen alb = Gwe kan velden We 
millen datde verzameling (la +), Pla + 2 Pe +3) 
Pat Plat Pla 0) welriekende Net alls 
va we a eben bewezen, ween we det tij de getalen 
04 Lia en mat af er hogstens ln pari et 
verschil 2 zoda de Ps van dez gelallen ven gemee 
schappelije prienlactar heben en er ls hongsens 
Paar gullen met verschi 3 adat de Ps van deze 
getallen een gemeanschappelijk prenatale 
Ook amuden er ee geulen kammen zij at verschi 
zoda de P dara een geienschapg like prieactar 
heben. Bij de Meine waarden van P nwe dat PZ) 
en PT en gemeenschappelike actor 19 hebbe. Met 
madulcekenen volt dan recl dat Pleon Pr + 4) 
frindeler 19 gemeen heben als n= 7 mad 19. {Door 
Kaar de agt van Pr) en Pf 44) te kijken, karmn we 
Tienda ton cht de ele magelijkeld ús, maar dt 
blijken we niet nodig te heben), Het nu de waa of 
vn dar ee paren lia te biezen nnen zorgen at elk 
geta in de verzameling ven gemeerschappelije priee- 
fatar hoet met een ander element. Na wat gepuzzel 
blijk dar dt bijvoorbeeld het geva is als Pa +) een 
gemeerschapeljke pienlactar heeft met P+ 5) 

Ha 2) een gemeenschap prienictar heelt met 
Pla A) en Pl 4 3 en gemmerschappelijke prin 
Tatar hoet met Pla 4 6) De vraag te a ler een iet 
negatie geheel getal ‘is zodat a 41 27 mod 1 

Gt 2d mad en 4 3 =1 med 3 Volgens de 
ese raal, een selig de we bi de lut 
dealing hebben geleerd, heelt dt ill een ops 
sig, omde 10,7 en 3 verschillende priemgetalen ij 
A ve ct stelsel zoude oplesen at ret rod ls voer 
het beni, dan vinden we dat dd geldt as 2 = 106 mod 
De verzameling (PILA7), PIE) … AAO) edn 
weliekend. Er volgt dus datb = G inderdaad voldoe. 
Vie heben zak alten zien dat alle liner dan 6 














iet voldoen, dus dit de Kleinste b die voldoet, Het 
ammoord op de waag is dus. 

Bij deze opgave brengt het controleren van Meine 
waarden van b ans lot een oplossing Vaak is hel een 
goed idee om bij dit soort opgaven kleine waarden in te 
vallen, maar dit maalt deze opgave nag rist makkelijk. 
Het is namelijk erg verleidelijk am iets in het algemeen 
te proberen, bijvoorbeeld om voor alle gehele men nde 
ged van Pir) en Pa + mo} te berekenen, maar dit is niet 
makkelijk te doen. Ook is ven rekenfout snel gemaakt. 
Desondanks wist ik deze opgave wel voledig op te 
lassen, wat me gen eenlle vermeldiag heet opgeleverd 
Het belangrijkste van alles is echter dat ik erg van de 
IMO heb genaten en er met veel plezier op terug kan 
kijken. 
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MEDEDELING 


MATHEKALENDER 2016: 
ONLINE WISKUNDEWEDSTRIJD 


HE 


KALENDER 


De Mathekalender is oen digitale adventskalender de 
de adventsperiede van 1-24 december bestrijk, maar 
die in plaats van allee: zoee lekkernijen achter haar 
luijes uitdagende wiskandepuzzels verbergt. Sons zijn 
(de wiskumdevraagstukken pitig, zeg van het niveau 

van de nationale wiskundeolymplade, maar altijd leuk 
ingeeed im de sprookjesachtige sleer van de kerst met 
vaak de kerstman met zij kerstkabouters in de hoofdrol 
De waagstulden zijn eerkeuzevraagstukken: geen 
bewijzen, geen toelichtingen. Elke dag zin er prijzen te 
winnen. De hooldprijs voor de Nederlandse scholieren is 
een laptop die door de ATU lederatie: Delf, Eindhoven, 
“Tgente en vanaf dt jaar oak Wageningen beschikbaar 
wordt gesteld. 

‘Opgeven, spelregels on archief van oude opgaven: 

tp At nl/amifenimathekalender/ 

Zie ook het artikel, vorig jaar, in Euclides O1-2 

Vragen? Mal naar Iuami-eni@tudelftal 


Over de auteur 

Reinier Schniermanns nam als vwa-schok 
Stedelijk Giynnasum ‘s-Hertogenbosch wee aar lang 
deel an het trainingspragramma van de Wiskunde 
‘Olympiade. In 2016 maakte hij del uit van het 
Nederlandse lean. Na sladeert hij Techmusche Wiskunde 
‘en Solware Scene aan de Technische Users 
Eindhoven (TU 
E-maladres: rlschmiermannhome.l 
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GETUIGEN 


TEGELTJESWIJSHEDEN 


Danny Beckers, 


\liskundaanderwijs bestaat leeuwen Ne op dezelfde maner niet met dezelfde 
daelen, en niet met hetzelfde dee over het nut van dat onderwijs maar op een 
bepaalde manier heeft he bestaan Biografieen. aantekeningen artefacten fims 
an boeken getuigen van dat onderwijs In de sene Getuigen behandelt Danny Beckers, 
derek historische snipers en paars hun betekenis m de context van de tid 


Wie door een willekeurige Portugese stad Loopt kan het 
iet antgaan: Portugese huizen en kerken zij iki 
geomamenteerd met geglazuurde tegelijes, zogenaamde. 
zus. Dit gebruik stam it de vijiende eeuw, loen 
Portugese vorsten de tegels uit de Arabische wereld 
lieten namaken om er hum paleizen mee te versieren. De 
zulejas-industrie piekte rand 1700, toen veel Portugese 
kerken en huizen van deze tegels werden voorzien Vaak 
‘zijn de tegels in wit en blauw en werden er, naast de 
populaire ornamenten, ook tekeningen op de tegels gezet. 
De meest uiteenlopende motieven en aleeldingen zijn op 
tegelies te vinden. Naasl ornamenten, lustreerden de 
azulejs dagelijkse bezigheden en religieuze gebruiken 
‘Afbeeldingen van beroepen af bijbeltaterlen zij bijvoor 
besl heel gangbaar. Wiskundige afbeeldingen liggen 
minder vaar de hand, maar die bestaan aok. 





Tegels als didactisch hulpmiddel 
De tegelij de hierin ageeld zijn atoms it 

het Meu Nacana de Machado de Caira onderdeel 
van dewaele van Cona Ze zijn gemaa rond 
1700 In di id a in hint een barend jari 
temchaa geveld, en deze egels werden daar le 
dais hulpniddel gebuik. De afbeeldingen eren bij 
de Latijnse Eudideseraing van André Tacque (1612- 
1660, een beroemde Antwerpse jenistengleerde, de 
en ant vskundbekan pica waarme vele 
gemente jemiten werden opgeleid 

Die bastaan van de ade en de crus an Tiet 
spreken iet val. De jeistoarde had geen gemak 
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kelijke relatie met wiskunde. Binnen de orde waren de 
meningen over de waarde van het vak verdeeld. Een 
‘aantal ordeleden zag in de wiskunde een ideal ol 
bijzondere vorm van hlosohie, zoals dat daor verschilende 
middeleeuwse geleerden werd betoogd. Anderen, echter 
vonden dat het vak dellaas en daarmee aok betekenis 
loos was Het pragmatisme van de orde maakte dat begin 
‘amentiende eeuw de wiskunde hoe dan ook een rl kreeg 
in de opleidingen van de orde, al was het maar omdat 
men erkende dat het vak In de wereld ven grotere ral 
Kreeg, en men daar danook kennis van moest hebben 





Vestingbouwkunde 

Wiskunde werd gewaardeerd om vel verschillende 
redenen. Bankiers en handelaren bewanderden de precisie 
en snelheid van de abacus en de rekentechniek. Technic, 
daarentegen, hadden vooral aag voor de meetkunde, cie 
‘en solide basis had vaar hun werk en die hen een 
manie positie bij de Europese machthebbers kon bezorgen 
Edelleden waardeerden dan weer vooral de praktische 
voordelen di technic hen beden, zoals de oorlagema- 
‘chines en de nieuwe oricaietechrieken. Die nieuwe 
technieken hadden hel stadsgezicht in de zeventiende. 
‘euw compleet veranderd: hoge middeleeuwse slademuren 
hadden plaatsgemaakt voor de lagere, met aarde gevulde 
bastions, di nit alleen beter beschermden tegen kanar- 
vuur, maar tevens de mogelijkheid boden om van daara 
de vijand onder var te nemen. De aanleg en het ontwerp 
van die vestingwerken werd als een wiskundig beroep 
beschouwd. 


De jezuieten onderwezen de elgen ordeleden, maar evens 
de kinderen van stadsnatabelen en de adel, dus het lag 
voor de hand dat de orde oak cursussen wiskunde in haar 
onderwijs ging opnemen. De cursus van Andr Tacquet 
ireleerde rond 1650 al in manuscripiverm, en werd 
later als gedrukt boek gen succes. De cursus bestond 

u de introductie tat de meekunde van Euclides, itge- 
breid met eem aantal stuiken van Archimedes, gevolgd 
door een introductie ganiometrie en landmeten en een 


toepassing van de meetkunde op de bouw van vestingen. 
Met name de hooldstukken waarin de vestingbouwkande 
werd behandeld getuigen van de pragmatische redenen 
ge de jezuietenorde ertoe bewoog om aak wiskunde le 
onderwijzen. Tacquet doceerde overwegend de theorie 
van de vaem van de veslingwerken, dus riet hoe verster 
ingen in de praktijk gebouwd moesten warden. Maar 

het onderwerp was in di lijd (in de zeventiende en 
achttiende eeuw was er aid wel ergens oorlog op het 
Europese continent) buitengewoon populair en Garan 
deerde aandacht. De adel en de rijke stedelingen achtten 
deze theorie van levensbelang — al was hel maar om 
enige contro te heben over het werk van technic. Door 
de theorie le benadrukken, zelfs met Euclidische vlakke 
meetkunde te beginnen, onderscheidden de jezieten 

ham onderwijs van bet praliche werk van de technici 

‘en maakten ze de wiskunde lo een vakgebied dat de 
aandacht van de orde en hoge heren waardig was. 








van de vraag van de studenten wat er werd behandeld. 
De moderne oorlogsvoering stnd in die tijd van oorlog 
ongetwijfeld op het programma, maar ol dat wit het boek 
van Tacquet werd onderwezen is niet zeker. Het bestaan 
van de azulejos, of eigenlijk voaral het ontbreken van 
tegeltjes bj andere meetkundeboeken, suggereert dat het 
week van Tacquet eem centrale plats nam in de cursus 
O1 de selingen gedicteerd werden en de studenten de 
egels als visuele ondersteuning gebruikten, al dat 

er een meer gesohistieerd didactisch doel mee werd 
agestreed ts niel bekend 





Het bestaan van tegelijes met daarop de albeeldingen 
behorende bij gen meelkundecursus, lusteert dat de 
‘sporen van wiskundeonderwij echt overal le vinden zij. 
Het laat ook zien dat wiskunde in de lijd in Coimbra een 
vak was dat er gewoan bijhoorde voor iedereen die zich 
ger onderwijs kon veroorloven. Dat met de tegelijes 
iet het meekundeanderwijs vastligt en dat we eigen 
lijk niet zo'n scherp beeld hebben van het onderwijs aan 
het jezietencallege in Coimbra in het midden van de 
achitende eeuw doet daar niets aan al Wijsheden die 
op een tegel passen zijn altijd eenvoudig maar zelden. 
eenduidig. Deze meetkundige azulejs tonen de uitzonde 
ring die de regel bevestigt. 





Been scherp beeld 
Cedrerde de eeste helt var de achtiende onm verden 
de been van Taca in Caine aan het jier 
rallge gebruik. Op welke manier de tegeltjes werden 
tagen er of de hele cars van Tact behandeld werd 
eten wee le Aaa vee rare an de jn 
liegen spegeden zich daaraan was het gebilik 
am meerdere boeken a raadplegen ti een cursis Var 
de wildere werd soes ok gekrikgenaakt van 
malen en leringen met veldwerk Het in verl a 


za 


Over de auteur 

Danny Beckers s voormalig wiskundedscent, consultant) 
ontwikkelaar passend onderwijs en universitair docent 
wetenschapsgeschiedenis aan de Vrij Urversiei 
Amsterdam. Indie laatste hoedanigheid ligt zijn interesse 
vooral ij de geschiedenis van het wiskundeonderwjs 
Emailadres: dj bechersvunl 
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VERHALEN UIT HET VMBO 


THOM 


Ebrina Smallegange 


De werkgroep vba van de WV wal edere Euclides een bijdrage leveren over het 
vmba Deze keer een pareltje van Ebana Smalegange. zon mooi moment dae doet. 
beseffen weerom je ook al weer Inhet anderwjs was beland 


Dit stukje gaat over Thom-Thom heet me vorig schooljaar 
In de week vaarde meivakantie helemaal bij gemaakt en 
dat val ik graag met u delen. Thom kwam in de tweede 
Mas bj ans op school, Hij kwam van een andere school, 
waar hij in Has 1 mavofhavo had gezeten. Thom is een 
rude jongen, dee zich gemakkelijk laat uitdagen om 
ondeugende dingen tedoen. Hij werd bj ans in as 2 
kader/mavo geplaatst en ging na een jaar net over naar 
as 3 mara. Hij ds Mas twee en drie doorgekomen mel 
vallen en opstaan. Hij werd nogal ens uit de les gestuurd 
wegens wangedrag In de pauzes moest hij vaak binen 
bijven in een poging hem het roken af te eren. 
Hij heelt bovendien heel wat lessen ap de gang gewerkt, 
iet voor straf, maar om te voorkomen dat hij stal zou 
rijgen. Het hele team was eran overtuigd dat hij lim 
genoeg was, maar zijn gedrag 
“Thom ging over maar Klas vier. Het examenjaar! In Klas vier 
‘waren er twee dingen veranderd. Karel, die Thom nogal 
gens vidaagde om ondeugende dingen le doen, was naar 
gen andere schaal gegaan. En Thom had in de vakantie 
toekomstplannen gemaakt. Hij had een vakantichaantje 
Hij was verantwoordelijk var het reilen en zeilen in het 
magazijn van een snelgroeiend bedri Dit bedrijf had hem 
ne aak vaarde weekenden aangenomen en hem zells een 
BBL-plaats belold. Thom weet nu waar hij het voor doet! 
Het ging staken beter met Thom in Kas vier 
“Tach gaat het nag niet helemaal goed. Ik spreek hem op de 
woensdag voor de meivakantie. De overige vierdeklassers 
zijn thuis, ofcieel am zich voor de laatste herkansingen 
van het choeljaar vaar te bereiden. Die herkansingen 
zijn op donderdag. Vrijdag, de dag na de herkansingen, 
Is Trom geschorst wagens onoorbare zaken via de sociale 
media. Drie dagen geen lessen vaar Thom! 
Tach hij au ap school Tham heelt aan de conciërge 
gevraagd ol hij in het kopieerhak mocht ziten om leren: 
huis wordt hij helemaal gestoord van ‘schreeuwende 
buurmeisjes en al dat lawaai. Hij zt nue bij bel kopieer 
epparaat de enamenopgave van 2015 le bekijken die we 
dasdag besproken hebben. Een deel van de opgave ziet 
win guur 1, Thom vraagt ol ik deze gpgave nag eens wil 
uitleggen. Her ward ik al een beetje blij van! We nemen 
de opgave erbij Thom wijst naar zijde ED: in de les zei u 
dat deze zijde 90 om was en ik snap riet hoes dat hebt 
berekend. In de les had ik het belang van een schets weer 
gens benadrukt en gen leerling heelt een schets met de 
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uur 1 Examenapgave 2015 


(uiste maten erbij op het bard gezet. Maar ze had erniet 
bij verteld hoe ze aan die maten kwam! En Thar had 
‘eroverheen gelezen dat AC = CD, 

Hierdoor kan Thom opgave 9,10 en 11 niet maken! 

U weet de oplssing van een wiskundedacent vaar een 
probleem zoals Thom hier heelt: 'Lees de opgave vanal 
het begin nog eens daar” Thom las, zijn gezicht Maarde 
‘op. hij ging er eens goed vaarten. 'Ha, nu kan ik vraag 
11 welf" En daar ging Tram. Een schets van het grond 
vak, Maten erbij, Verdeeld in twee rechthoeken en een 
driehoek. Oppendlakte berekend. Vermenigvuldigd met 

‘de hooge. Zelfs een eenheid (cr) erbij En dan komt 

het Thom kijkt mampelend terug In de opgave en ik hoor 
mezelf etek terug … En werd dat ook gevraagd? 
Hier word Uk nog blijer van! Thom maalt van de lableke 
centimeters nag even ters en heet de opgave helemaal 
goed. Tha redt het wel! 


Over de auteur 

Ebrna Smallegange is docent wiskunde en rekenen op de 
locatie Kesteren van de Regionale Schalengemeenschap 
Pantarijn. Namens het bestuur van de NVW is ze ld van 
de werkgroep vbo. E-mail: esmallegange@gmaitcom 


WIS EN WAARACHTIG 


Legendarisch abo-bewijs 

In 2012 werd door Shinichi Mochizuki van de universi 
teit van Kiyoo in Japan online een vijfhonderd pagi 
tellend bewijs gepubliceerd, dateen oplosing biedt vaar 
een lang bestaand probleem dat hekendstal als het 
abe-vermoeden. Dit vermoeden onderzoekt de landamen- 
tee relatie tusen getallen, optellngen en vermerigvuld- 
tingen die beganen met de sinpele vergelijking 
atbze 

Weekundigen waren enthousiast ver hel bewijs maar 
‘worstelden met het onder de rie krijgen van Mocha’ 
Imteruniversee TechmúlerThearie (LT), een voledig 
nieuw gebied van de wiskunde dat hj gedurende 
tientallen jaren heet ontwikkeld om het proslem op 

te losen. Er ie u een daortraak doordat Machu 

de theorie persoonlijk uitlegt via Skype. Minstens tien 
mensen begrijpen de theorie nw in detail, maar eperts 
zijn nag steeds besluiteloos en hebben het bewijs nag ret 
geacepteerd als waarheid. Het duurt waarschijnlijk ng 
vele decenia voordat de volledige inpact van Macia 
‘werk op de getaltheorie wordt gevoeld. De wiskundige 
gemeenschap zal ernog jaren voor nadi helben om de 
enarme hoeveelheid nieuwe structuren en ideeen in de 





UT 1e verwerken. 
‘Bron: wm: NemScientst 15 aag 2015 


Simpolweg ‘ontsettend 





Tues pagina's 
berekeningen 
Meer had de 
Delise wisk 
dige Dian 
Gijswjt niet 
nodig voar en 
doorbraak in 
gen decennia 
oud probleem. 
Het laat zich 
ilustreren door 
gen vraag over 
het kaartspel 
Set hoeveel van 
de B1 kaarten 
um je maximaal 
rekken zonder 
dater een ria bij zit dat volgens de zegels van het pel 
gen set var? Dit maximum blijkt veel lager te liggen. 
dan men tot nu ts dacht. Wiskundigen slaan vooral pal 
van hoe simpel het bewijs is 




















guur Taal Set-arten met maar 
olet ze set 














Dee atria on grade van zaken die va tlg zij ao denten 
winde Hw en eenmaardiged gelast zen aw leges 
doge brengen van zn belegerd isle daw des eel 
leen l verlag doer van oen wading actie? Sa ns oe lede 
enten ld De editi houde he ed van bijeen 
herten alit le pasen Bijrgen naar wia 





Het kaartspel Set heeft BL unieke kaarten, waaruit je 
met bepaalde spelregels drietallen kunt halen die cen 
geldige Set vormen. De cap sel vor dit spel heet twintig 
Kaarte je kunt hoogstens twintig kaaren ui het spel 
halen waarin géén set zi. Het bewijs hiervoor ver ink 
wat lastige wiskumde.Gijsij weet ack geen simpel 
voorbeeld am bet it te leggen: Het is een samenraapsel 
van allerlei technieken” Heel algemeen gesteld pakken 
wiskundigen Set-achtige problemen aan daar den eigen 
schappen van een kaar voor Le stellen als gen punt in 
‘gen mdimensionale rime. Een compleet spel bestaat 
dan uiteen puntenwelk van 3m punten in die ruimt, en 
als drie van die punten op een rechte lijn liggen vormt dit 
gen sel 

Het probleem is dan, le bepalen hoeveel punten je 
maximaal in die puntenwalk kunt aanwijzen, waar geen 
enkele rechte lijn doorheen gaat. De grate verrasing 
was dat poljnomen (en heel algemeen ype wiskundige 
rset) in verband kunnen vorden gebracht met zo'n 
puntenwalk,en datde eigenschappen van deze polynomen 
nuttige dingen zeggen over de structuur van de punten 
wol 

Bron Kennislink jn 2016 


Kadeel van de binnenbocht bij sprinten 

Op de 100 meter lagp je alleen maar rechten moet het 
mit uitmaken waar je loopt, al dacht Daphne Schippers 
daar in de hale van Rio anders over. Maar bij de 200 
meter lopen alleten in het begi en bocht alvorens op 
het rechte stak uit te komen. De baan is onderverdeeld 
In negen banen. De binnenste, baan, maakt een kortere 
bocht dan de buitenste baan. Daarom starten de aleten 
net naast elkaar, maar mag de buitenste baan verder 
maar voren starten. Hoewel de gelopen alstand in alle 
banen precies gelijk is, kun je je toch afragen of het 
verschil in vorm tussen de binnen-en de buitenbanen 
gunstig of ongunstig is Het zou voordelig moeten zijn 
am een ruimere bocht te lopen, want de ateet hoet dan 
minder kracht 1 leveren om niet it de bacht le vliegen 
In theorie is het dus nadelig am in baan 1 te starten. 
‘Anderzijds vinden veel atleten hetnet prettig om in de 
buitenste banen Ie lopen, omdat ze dan niemand vaar zich 
zien waar ze zich aan kunnen optrekken en ze weten iel 
hoe hard de atleten op de andere banen op ze inlopen. 
longs Mureika, hoogleraar natuurkunde in Los Angeles, 
heelt een madel ontwikkeld waarmee hij het efect van 
loehidruk, mee- ol tegenwind en de startbaan heelt 
geschat. De kem van hel model een lormule: F= mc 
Kracht ts massa maal versneling, de beroemde tweede 
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wet van Newtan. Het elec van de bocht in een kracht 
te vaten. Als je de bocht ziet als eon halve cirkel, dan 
moet de atleet een kracht uitoefenen richting het middel 
put van de cirkel om niet uitde bocht te vliegen, de 
middelpuntzoekende kracht Hoe Kleiner de straal van de 
irkel, hoe groter deze kracht moet zijn, en daarom is het 
nadelig om de binnenbocht te lopen. Ook uit de statistiek 
blijk dat het psychische voordeel van de binnenbanen, 
nameljk je kunnen optreiken aan de legenstanders vaar 
ni opweegt tegen het sieke nadeel van gen nauwere 
binmentocht te moeten lopen 

Op de Olympische spelen in Ro liep Daphne Schippers 
haar nale op baan à en wan daarmee een zilveren 
medaille De winnares van de gauden medaille liep in 
baan 6, 

Bran: Kennislink: augustus 2016 


Bètavakken steeds populairder bij meisjes 

Ut een graat onderzoek naar de popularitelt van school 
valken onder 25000 scholieren it de derde klas havo 
oe blikt dat de bêtavalden nataurkunde scheurde, 
techniek, wiskunde en bile seeds populairder varden 
lij mesjes op schaal, vooral bij mesjes op het va Het 
onderzoek Ie getfaan doa Qompas (ale oo aw qonpal) 
het grote plafcm voor tue en carèrekeuz, 
loophaanorentate- en begeleiding (LOS) 

Bron: pwn primaonderwijsalvabetavakken steeds 
place masee 


Wiskundigen helpen de brandweer 

















huur 2 
Ongelukken, brand, beroerte en ander onhe Zie als 


hulpdienst maar overal op tijd bij te zij en dan met je 
‘ambulances oak nog eens patiënten van de ene zorg 
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Instelling naar de andere te vervoeren. Het is een logis 
tieke nachtmerrie, Wiskundige dr Pieter van de Berg 
ontwikkelde modellen vaar het optimaliseren van het lagis- 
tieke proces van hulpdiensten. Hij promoveerde op 5 juni 
bij de faculteit Elektrotechniek, Wiskunde en Informatica 
De ingenieur ontwikkelde voor de brandweer een model 
voor een optimale verspreiding van de wagens in een 
veiligheidsregio. In Noorwegen en Canada ontwikkelde hij 
modellen vaar de luchtambulance 

‘Bron: Delft integraal jul 2016 
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New Body & New Brain 1 


HP Prime 


Wilt u meer weten over de krachtigste 
rekenmachine voor uw leerlingen? 





Online support voor Noordhoff 
en Malmberg beschikbaar! 





En voor een 
Vergelijkbare 


« HP Prime; een krachtige prijst 


grafische rekenmachine 
met meer rekenkracht en geheugen, 
dan welke andere machine dan ook 


« Nieuwe consistente menustructuur met krachtige 
educatieve applicaties op een touchscreen: hetis 
tenslotte 2016. 


« Examenmode op de Prime betekent 1 knop 
indrukken. Binnen een paar tellen een examen. 
lokaal in de juiste CvTE examenstand 


« HP Prime wordt altijd geleverd inclusief gratis 
emulator (dus ook voor uw leerlingen)! 


Voor meer informatie en ondersteunings 
materialen voor in de klas gaat u naar: 





Teri neen contact a met iafo@hp-prime.al 





Rob van Oord 


KROMMEN VAN AGNES EN DE NEDERLANDSE 
WISKUNDEDAGEN 2016 


Van vlak naar volume was de titel van de workshop die Rob van Oord samen met 
Wagan Boke verzorgde op da 2 die van de National Wiskunde Dagen De workshop 
bevatte aen brandende kwestie die leidde tot de ontdekking van de krammen van 


Agnes Daasraast geeft Rot 





Grappig, de laatse apgave van het wiskunde B-evanen 
2016 tijdvak 1 heette De kromme van Agnes Op interset 
werdt deze kromme ook wel de heks van Agnesi genoemd, 
va beschreven ap de welsite van Herk Hofstede” In 
artikel wl ik het vooral hebben over de nog vrijwel 
onbekende krommen van Agnes, vaar hel eerst geloond ap 
de NWD 2016. 


Opening NWD 

Frits Beukers lit in zij openingsspesch zien hoe men 
‘vroeger uit gips ruimtelahken bi larmales maakte. 

De bj figuur 1 behorende lamu is: rg’ + 272f2 — 
Been dje 4 BI 4 30. 





Voor waarden van 2 kun je op verschillende hoogtes de 
herzantale doorsnede van di vlak tekenen waardoor je 
gen idee krijgt hae het vlak erin de mime wit moe zien 
In de ijd vaar de computer was cit een goede manier om 
tat sen betrouwbaar gipsen voorstelling van een dergelijk 
vak tekomen. 

Met de huidige snelle computers kun je dezelde vlakken 
In mooie leuren ap je scherm tezien kijgen. In en 
Speciale ruimte stonden naast de gipsen vaarwerpen van 
honderd jaar geleden, gevonden in een stafige ruimte 

op het Mathematisch Instituut, grote schermen waarop 

| zelf formules kan invoeren om maaie krommen le zien. 
De itraen bijvoorbeeld, het beeldmerk van imoginary, zie 
guur 2 4 2 = (1 gl Dit soort plaatjes spreekt 
tat de verbeelding! 


In de openingstezing vertelde professor Bettina Speckmaan 


over het verbeelden van kaarten van gebieden zoals 
landen, provinces, staten, enzovoort. Elk gebied werdt een 


NOVEMBER 2016 


dt artikel een sfeerbeeld van de NWO 





(iguur 2 Deze laan ie een kromme die hoort bijde formule 


erzelf 


rechthoek waarbij de oppervlakte zo dicht mogelijk moet 
zitten bij de maat die bj het gebied hoar. De maten zijn 
bijvoorbeeld de opperlakde, het antal woners, aantal 
boerderijen, aantal kilometers snelweg. Onderlinge liging 
‘en enigszins de geograhsche ligging van de gebieden 
masten zoveel mogelijk behouden blijven. Via Kleuringen 
van galen en met veel kenmerk, um je kamen lot een 
‘optimale voorstelling. Wanneer een gebied aan drie 
vershillende gebieden grenst kan het moelijk zijn am 

de voorwaarde van aangrenzing le waarborgen. Daarom 
wordt in kaarten van Europa Luxemburg vaak weggelaten 
‘ol bij België gevoegd. Zelf even getekend (figuur 3 
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gaar Kaart waat gebie warden vaargesteld als recht 
hae, waarvan de grate wordt bepaald daa ven kenmerk van 
(dat gebied. In dit qena de ppenlate van het gebied. 


EE 


Klaostergewelf en puntzek 
Er kamen mgmer ver allgas tua de warkshp 
an vale naar alam’ ie amen net Marjan Beke 
gele starten metde vaag we dear mld van 
uwen van oan blanca Aje rn var Kon maken mat 
ee zn graat melijk inhoud In ijn wo Gassen had 
ik dezelde vaag gesteld. Ook toen kam de raa of 

de var ear boven) ope nocid zij Wie helte bee 
raten he makan, met olk oan belang aar de vam 
mer de gecti haa. 

Er werd gearierd gevauwer, tagedacht en gerend. 
Vormen als rehekige bles venlaken, aks (maar 
tij het Getauwen vanzelf en zogenaamd loner 
we ntt sirene nst lafnd. Ean van 
edelen ad als vom een pina Ze wa eva 
Gertaigd dat die de groette nhood ha, et in 

T20D am. Maar vie Tema meet je daan 
gelmiken? Ze malle me bj fuiskost da ze er ria 
van ken slapen ate ze in Wiper een forme vond. 
Ook eeft ze mt hep van man, Kind en mee de aloud 
mpc bepaal, ram 1400 cr: Zi Ear Á 





Viuar 4 Empirisch bepalen van de inhoud van een puntzak, 
Impressie van de workshops 

Na de introductie kan men kiezen uit een aantal verschil 
lende acuteten Velen kozen voo het vouwen van 

gen hesalevagan Een saar peper-en-zoul-vouwwerk, 
zaas je vraeger had met deuren en woorden. Maar nu 
ij er drie verschillende standen! Verbazing alom dus, 
Er was ook een bouwplaat van het kruisgewelf, de vorm 
de je rijgt als je tee even grote buizen in een kruis 
met elkaar verbind. Ooit was heteen (vel le moellijke) 
opgave op hel PROFI-examen wiskunde B om de inhoad 
te berekenen van zo'n kruisgewell. De bouwplaat van een 
deel van zo'n gewel is een sinusoide, Het moellkste 
onderdeel was het patstzakproliem. De oplossingen 
van dit probleem zijn ‘de krammen van Agnes, waar het 
tweede deel van di arikel over gaal. 

Als warkshepleder kig je altijd een verrassend cadeau. 
Dit jaar een prachtig lotaboek met de geometrische 
zandiekeningen van Elia Wersche on het verhaal dat 
erbij hoort” In bet Atam kom je haar zo'n qeometische 
patroon, gevuld met zand dat ze van over de hele wereld 
verzameld heeht zen strooien. 


zo 





figuur 5 Elia Wersche bezig mt een geometische zand 
elenig 


De vrijdagavondshaw werd verzorgd door Mike Naylor 
Een wervelend verhaal waar je vol verbasing zag hoe 

bij in Noorwegen wiskundeprojcten heelt opgezet waar 
edereen wordt uitgedaagd creatiel met wiskunde bezig 
te zin Als lanstenaar maakte hij wiskundige vormen met 
menselijk naakt. Op internet ku je van ales vinden over 
zijn werk Kijken maar. 


guur 6 Kunstenaar Nie Natlar waakt wiskundige vormen 


met menselijk vaak 





Zaterdagochtend volgde ik de workshop van lan Aarts 
‘overde cyclide inde slinger van de klok Een mooi 
verhaal hoe Huygens de lautochronie (slingert onafhan 
elijk van wiwijking) van die slinger bewerksteligt, maar 
vooral aak meetkundig bewijst, dar de slinger in de 
(uiste baar fe dingen lussen eycloidevormige ‘wanger’ 
Eeuwenlang waren deze Haagse Klokken de nauwkeu 
rigste die er besteden, die vooral vaar de scheepvaart 
onmisbaar waren. Jan Aarts beelt het boek van Huygens 
‘uit het Latijn in het Nederlands vertaald 

In de tweede sessie zaterdag was ik bj Eric Broug. Een 
man die gegrepen is daor de islamitische kunst. Hee kan 
Je die raa patronen zelf maken? Eric geet workshops 
waarin hele klassen aan de sag gaan vooreen prachtig 
vesoltaat” Verbazingwekkend! 


De slaleing op zaterdag was een inspirerend verhaal 
van Bennie Mals, ver Alan Turing, ijn rol bij het ontij 
eren van Eriga, bet Duitse codessteem in WON, 
maar oak over het tragische einde van zijn leven. Deze 
wiskunde virtuoos had oak een heere ontwikkeld wer 
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Vivar 7 Eric Braug gal een lezing over patronen ia slamitiche 
amet 


biolagische paraonvermiag. Op de vrijdagavond werd de 
Km The Imtation Game over Alan Turing verlond prach- 
tige im 


Hos kom ik aan de krommen van Agnes? 

Eerst maar eens en farma”! In paramelenor wardi de 
-aBjeost 

TOAD 

Ns je dez in je GR imoert 


kaam gegeven daar x(t 
afst 

52e 

dan kg je de kramne van Kquur B (nier Het ie al 


vel jaren geleden dat ik mezelf de vraag stelde hoe je 
een patatzak en serljkere rand kan geven. 


le, 














dar B Hos ontwerp je ven paatzak dieje omgekeerd op tall 
hunt zeten? 


Normaal liggen de patatzain in de caetara's klaar 
als over een diagonaal dubbelgevouwen vierkanten. Maar 
als jede plate driehoek openmaakt tot een puntzak (een 
kegelvorm), dan ligt de bovenrand van de puntzak iet 

In een lak k zacht naar een formule van een stukje 
‘eetra op het vierkant waardoor de patatzak en rand 
heeft aar je hem omgekeerd wel op tall kun zeten, 
us de var heeft van een schuin afgeknotte kegel. In 

te hand-out van de NAD kam je het bewijs zien.De 
larmales heb ik te danken aan Agnes Verweij, Ze laste dit 
probleem al in de jaren BO van de vaige eeuw op, loen. 
ld met de hele vaksectie bij haar de HEWET-nascholing 
‘volgde. [Voorde jongere collega's onder ons: toen is 
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wiskunde A bedacht en ingevaerd, met contexten en 
armules die ergens over gingen) Er is nag een imeede 
‘oplossing van het probleem: je kunt ook en stukje van 
het vierkant alkrippen waardoor na het openvouwen een 
algeknatte kegel ontstaat, zie guur 8 (recht). Daar 
kan dan wel wat minder in naturlijk. Onlangs heeft 
Agnes ij uigelegd hae ze tot de frmales is gekomen. 
Tk wilde di probleem namelijk als onderdeel van mijn 
NWD workshop opnemen. Als dank wil ik de oplasing 
dan ook ‘De krommen van Agnes’ noemen. 


Afleiding Krommen van Agnes 

1 Zet langs de randen van een vierkant blaadje het 
assenstelsel Ory Zet ergens op hel blaadje sen 
pant P, zie guur 0 In paoeoardinaten ligt Pop een 
Eirkelbong met straal r= OA Pis) = Pros. 
sing). De cirkelboog iseen hwarleirkel, me lengte 
WZ Deze kwartel wrdt bi het dichtvnowen 
gen hee iel (met straal B Stel de zijde van het 
Wiaadje 1, dan is (01) het hoekpunt linksboven 





taart À Tas! 


2 Vouw het blaadje dubbel (plate patatzak) en plak de 
verieale rand dicht A ligt mu op de plakrand. P komt 
ie binnen inde punteak. Teken de plaats van Pu op 
de buitenkant. 

3 Duw de aan één kant dichtgeplakte driehoek open tet 
een deel van een kegel. zie guur 10 (nk). P ligt na 
on een cirkel me straal R waarvoor geldt 
Bae Zen ole R= ir 





Figuur 0 


zi 


Zet de kegel in ven ruimtelijk assenstelsel metde top 9 Terug naar het vierkant 


in 0, de kegelas langs de z-as en de plaknaad boven woereosper jee 
de cas, zie figuur 10 (rechts). P komt nu op een il 
‘drkel met straal Rop hoogte h terecht. Voor de halve en yp=rsing. 





tophoek a geldt sina 


ir = Ko dus lana = 
Eren toelicher: Ki 


eig je de kwame van gur B (rechts) Voor het 
vinden van de kramme uit guur 8 (midden) gebruik je 


IRA NT JT derde stgpen 


Het lak waarmee je de kegel rijdt gaat nu door 








dus tana= AM. De ruimtecoörd- Afk, D, W15), het beeld van (0,1) op de kegel, en 
ho SE Bien EN pen het beeld ba zede kegel, 

maten van P zijn: P{Fkaslf, Finl), 1. Punt (0,1) waarbij OB = \2, de lengte van de diagonaal van het. 

van het vierkante blaadje komt nu in Afk, 0, 15) vierkante vouwblaarje. Zie hguur 11 (rechts) 

terecht. Ie wal Agnes bedanken vaar har mooie krommen. khoop 
5 Veer de hoek 1 die Pm in de ruimte maakt len da u als lezer ooh geageerd bent dear di arikel en 

opzichte van het Oueslak geldt 1 = dp. mer ‘op ek gaat naar rag meer meals kommen. Wie weet 

(5 gaat van 0 ot lm, terwijl van Oto 2e gaa. re dw op de volgende NWD in lebruart 2017. 

Peat, Fin, 1) geel Pirot), rs) 

Hs). 


&_ We gean de hagel snijden met het lak daar 
Alk, 0, TS, loodrecht op OA, evenwijdig aan de 
y-as. Draai de tekening naar het vooraanzicht in het 
Oszlak De doorsnede is dan een (dalende) in, zie 
guur 11 (links) 


KA 








1 





„e+ b; door punt AD KS) geeft 











Kai 
Ds de rijig vanhet a verde 
red 
Le an Over de auteur 
B Di vak sijn met de kegel waar Prcaslg), Rob van Oor sinds 1971 werkaam als eersten 
rsint de, Kr15) op ligt: graads docent wiskunde aan het Coenscoopcolege te 
Wladen en 4 nds ZI zet parson Vai jr 
A Ercole; dit geet heeh hij ingevallen op Lyceum Ypenburg. Dit jaar deed 

Wij da ap Cipnasum Nona In Voûrtirg. E-malad 








robanoordescalinl 





dal 
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COÖRDINATEN VAN EEN ZWAARTEPUNT 


Jan Otto Kranenborg 


Een regelmaat zien ene verwonderd afwagen of dat toeval Om vervolgens te 
onderzoeken of dat inderdaad zo is en daama op zoek te gaan naar zen bewijs vaar 
de regelmaat. Jan Otto Kranenborg doet dat met de coordinaten van zwaartepunten 


van vlakdelen onder machtsfunctes. 


Een van de laatste onderweepen die wij met wiskunde B 
op school bespreken, gaat over het hesekenen van de 
coördinaten van een zwaartepunt In de methode Gel 

& Ruimte wardt dat in vaa B deel 4 in paragraal 145 
behandeld. Zowel het zwaartepunt van een dakdeel als 
ook het zwaartepunt van een omwenelingstichaam omt 
hier aan bad en vant etelijk het sluitstuk van het totale 
ariel. 





Het zwaartepunt van een vlakdeol wordt berekend daor 
op twee manieren het (rachtjmement te bepalen. Ik citeer 
letterlijk van pagina 141, zie guur 1 





Ver beer dee verd 
geet daar de grafiek van de sen enen 
TED lederen van et zeartepaat 


Jeude Jerfinde 

















guur 1 Berekenen van v-coördinaa van het mvaartepant. 
Uit Geta Rumi, 4 var 
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Zell vind ik het aardig am in de Klas met wat andere, ziet 

‘eens zo revolutionaire voorbeelden te komen. Zo heb ik de 

leerlingen de volgende twee voorbeelden voorgelegd: 

1. Gegeven de unce Ai) = 
Vis het vakdeel, begrensd door de grafiek van de 
asen de lijn x= 2. Ws het vlakdel, begrensd door 
de grafiek van de y-as en de lij y = A2). Met name. 
het uitrekenen van de coördinaten van het zwaarlepunt 
Z inhet vakdeel dat niet aan de vas af y-as grenst, 
geeft het nodige gedoe. Dat slat dus bijvoorbeeld op 
in Vats ook op zin UW Uiteindelijk inden we: de 
‘coordinaten van het zwaartepunt van V zijn 








Ent 
(Ee teven ve 


marten We Zj} iv 2 





guur 2 Vaarbeeld 1 ij =e 


2 Gegeven de lnctie (fi) = 
Vis het vakdeel, begrensd door de graek van de 
asen de lijn x= 2. Wis het vakdeel, begrensd 
door de grafiek van / de gras en de lijn y= A2). Na 
het nadige rekenwerk vanden wer de coördinaten van 








vzw vn Van 3 ae 


(a 
545, 





maten van het zwaartepunt van W zijn Zip 
zie figuur 3. 








var 3 Voorbeeld 2 Ia) ze 


Wat ons opviel, was het volgende: Vergelijk Je van beide 
vakdelen Ven W de coördinaten, dan zie je dat 





Jy Hoe tonale dal? Oli ereen 


‘verband tussen de gekozen functies? Ol hangt dit resul 
taat toevalig al van de keuze van de vlakdelen bijvoor 
heeld door de keuze van x= 27 

li ga op onderzoek ui door het volgende te beijker: 
Neem de functie Aij) = met. > 0. 

Vis het vlakdeel begrensd door de grafiek van de cas 
en de lijn x= p. Wis het vlakdeel, begrensd door de 
grafiek van de y-as en deling = Ap) Feitelijk hangen 
Ven Walvan nen p, dus eigenlijk V=V,, en WaW, 
zie huur 











ur 4 Algemene statie 





Voor de pperlakten van Ven W geldt het vlgende 

plakte van Vis oden 
Oppen van Vie federen" 
De totale oppenlakte van V + Wis pp" =p", zodat 


dependant 


(Zo blijkt bijvoorbeeld dat de apperslakten van Ven W ach 





verhouden alg, 





Voorde s-coûrdinaat van het zwaartepunt ‚van V geldt. 
Ne 
nl" Tien" De 


we tp Om de ren 








van het 








zwaartepunt van Ve vinden, merk ik op dat de opper 


fi) 
vate van ook geschr lan varden ats (pd 
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Hier ie gebruikt dat it y=" volgt 





gcoordinaat var het aaartepunt y, van V geldt dar: 


ed 
weete les) 





mi 








En] 
ZP Semeraend 





net 





m2 Pant 


Nur ga ik de coördinaten van het zwaartepunt van W 
palen, Ik merk eerst op dat de oppenlakte van Wop 
twee manieren bepaald kan worden: Opperslakte van Wis 


Padge ptp ad) 
Dode" eff" tja 
Voor de secr gel dan 


nja pere 





neten. 
vt 














Gere 
Ei pet 2{n+2) 


Voor de coördinaat geldt 


sais") 
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Samervattend: Z heeft coördinaten. 





nl ppt algemene” geval 
Erge) neee et 


aangetoond dat vz, 








„Ol anders 





gein ete, 


Voor het zwaartepunt van een omwentelingslichaam geldt 
iets dergelijks 

Bij de lunctie wit het tweede voorbeeld, dus Ji) = 
bestaan er vier omwentelingslichamen. 

1 As Vrt gewenteld om de seas, zijn de 








n 
tn abt arte Zn 





ZN W wordt gewenteld om de vas, zijn de 





Als Vrt gewenteld om de z-as, zijn de 


coördinaten van het zwaartepunt. Zy 





Als Wardt gewerteld om de as zij de 
corina van het waarlepunl Zy {05). 


Ook hier geldt dus vz, 





Of anders genoteerd 


Over de auteur 

am Ou Kranentarg is docent wiskunde op het Carolus 
Clusius Callege le Zwale 

E-mailadres: adramenberg heet 


DE BESTE KEUZE VOOR 
HET NIEUWE SCHOOLJAAR 


Met zichtbare en gemakkelijke examenstand. 
Het knipperende LED-lampje aan de bovenzijde van deze drie T-grafische machines 
maakt controle tijdens tentamen of exarnen eenvoudig. 


EXAMEN. 
STAND 





De populaire T84 Plus CE-T is nu ook in de kleuren rood en blauw beschikbaar 
(zolang de voorraad strekt) 


| f1G) Info: ti-cares@ticom 


dj Texas 
wwweducation ti‚com/nederland INSTRUMENTS 


BOEKBESPREKING 


INVERSIE 





Ondertitel: Spiegelen In ij en in cirkel (Zebra 45) 
Auteur: Jacques Jansen 





Uitgever: Epsilon Uitgaven, Lirscht — 1e druk, 20 
ISBN: 078-90.5011-140-5 
Prijs € 1000 (72 pag) 


Achterflap en inhoudsopgave 
Op de achtelap lezen we: in dit Zebra-boeje leer je 
spleen ril alleen ia een ij maar vana in een Ek 
Je gaat na hoe jean schaker bnerstelten kant 
Veren Je zl ortdeldan dt ud mefkamdigeprêlenen 
van var vaar de gebr van Chats wet me la 
Gp ie lasn zi. Oek km je het raaatlern van de 
Gee relatie en aaraom Apalleries van Perge 
(282-100 vr) legen “Hoe coster je kas die 
dte gegeven cks ater” Je loert aje een apparaat 
Kant Andie da en crkebeweging kan ten 





In een rechtlijnige beweging. Door het maken van veel 
opgaven, vaak met het inzet van het compaterpre- 
gramma GeoGebro, maak je kennis metde eigenschappen 
De tels van de haalden zi 

1 Spiegelen in lijnen in cirkel — Eigenschappen 
Z_Nag meer eigenschappen van inversie 

3 Toepassingen 

4 Appendices 

Elk hoadstak ie onderverdeeld in enkele paragralen 


Over de inhoud 

Mae, ind ik, weer eens een boekje over de vlakke eucl- 
diche meetkunde, en dan nog wel ver een onderwerp. 
dat niet vaak er sprake kot, zeker nietin bet huidige 
wiskundecuriculum inversie. Op de vaarpagina in de 
onderitel lijkt het erop dat imversie ik het spiegelen 
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Diek Klingens 


in een lijn anwat: en op de achterflap lijkt het erop dat 
linspiegelen een onderdeel van de le behandelen 
least Maar het boekje gaat echt alleen over inversie 
De linspiegeling komt alleen ter sprake in paragraal 1.2 
am een verband met inversie aannemelijk Ie maken 
Zoals gebruikelijk wordt de inversie gedehnieerd als een 
albeeling van de punten van het eurlidische vak op 
zichzelf, met een gegeven vaste cirkel (0, f}, de imersie- 
cirkel ats reerenie. 


Definitie, P is een willekeurig punt mn het vak dat ziet 
met punt O samemalt Vanuit punt O is de halijn OP. 
getekend. P” ligt op de halijn OP zodat geld 

op op = 

De punten Pen P' noemen we elkaars inversiebeeld ten 
‘opzichte van de cirkel zie figuur 1. 








| meerd deon ap ten 






Opvallend is dat de schrijver in de denied term 
halfijn gebruik (vermoedelijk naar analogie van de term 
halkla, de wél voorkomt in het Nederlands wiskunde 
(argon) waar gemeerlijk hae lijn (Nederland) of 
halfechte (Vlaanderen) staat. 

Ik heb er geen bezwaar tegen, maar een leerling zal 

die term magelijk nit direct begrijpen. Een laeichting 
erop zou hier dan ook zeker op zijn plaats zijn gewest 
Overigens, in de Nederlandse versie van het door de 
auteur geadviseerde computerprogramma GeoGbre wordt 
halrechte gebruit 

Dit woord niet het enige dat mij bij het doornemen van 
het boekje opviel Im enkele opgaven komt de opdracht 
Laat len dat … vaar. Maar hoe de lezerleerling dan 
ets kan (moe) laten zien, is niet vermeld. Beter likt mij 
‘dan ook am in plaats daarvan ‘Bewijs dat … ol ‘Laat daor 
berekening zien dat te gebruiken 

De thearie van de inversie kamt in het boekje vaarname- 
lijk aan de orde in de vraagstukken. Het zijn er zo'n 55, 


2 


Dat de heere daardoor mogelijk wat op de achtergrond 
raak, is mischien iet zo erg, maar mijns inziens stapt 
gen lserlng, zeker als het bewijs van een eigenschap niet 
erg il vetten, snel over naar een valgende opgave, aak 
ol zijn de uitwerkingen van ale opgaven via de website 
van Epsilon Uitgaven beschikbaar. Met dit laatste wordt 
het de lezer núg makkelijker gemaakt om de theorie 

prer te slaan. Zoals gezegd ward de theorie inichte- 

lijk gemaakt met behulp van het programma GeoGebra. 
Ether de lezer die dit programma voor het eerst gebrukt 
moet wel ven doorbijten. Im appendix 1 wordt weliswaar 
ven beknopt verzicht gegeven van GeoGea, althans zo 
staat het in de tekst, maar de beide weergegeven scherm 
drukken zij onleesbaar en de tekst is wal erg beknopt 
(amper dén pagina). 


Iversiebeeld van rachte lijnen 

In haalde 7 wordt gebruikgemaakt van een schaakbord 
tem einde het iversieleeld van rechte lijnen te vinden. 
Een en ander is verdeeld over acht opgeven zie de 
omslag (een plaatje dat op de voorkant van cen van de 
eerste afleveringen van het lijdschrit Pythagoras sten) 
De kop van paragraal 15 ts wat verwarrend. Er staat 
‘Wat shet iversebeeld van een crkei? En hoe teken 
dat? In de eerste opgave werdt gevaagd het beeld te 
ekenen van gen cirkel di daor he inversiecentrum gaa, 
maar wél met passeren geodriehoek. Maar hae gaat da 
In de praktijk? Het staat er iet bij, 

De opdracht bij guur 2 luidt (gedeel Met het 
Inversiebeeld van cirkel bedoelen we de verzameling van 
alle imersiebeelden van de punten van cirkel s Van twee 
punten weet je in ieder geval het imersicbeeld. 

Schrijf op om welke punten het gaat en leg uit waaren dit 
de juiste punten zijn. 

Neem guur 2 over in je schat en teken het imersebeeld 
van de cirkels 


Er zou als hint een verwijzing bij moeten staan naar een 
voorgaande opgave, waarin het beeld van een rechte lijn 
ie de inversiecirkel snijd is gevonden, en misschien 

ook wel dat de begrippen beeld en arigineel bij inversie 


omkeerbaar zij In de tweede plaats is het jammer datde 
auteur hier (en ook elders in het boekje) geen gebruik- 
maakt van de optie ‘meetkundige plaats’ van GeoGiebra 


Invariante eigenschappen 

In hoadstk 2 warden imariaate eigenschappen behan 
deld. Daarbij komt, uiteraard, aok de ‘orthogonale dirk” 
‘aan de orde. Helaas wordt figuur 21, waarin een groot 
‘aantal orthogonale cirkels van de mversiecirkel getekend 
(shet ‘irkelmodel van Poincaré genoemd, zie figuur 3 
Nee, het cirkelmadel van Poincard is de verzameling 
punten binnen een vaste cirkel, waarbij een ‘rechte lin 
door elk tweetal van die punten het binen de cirkel 
gelegen deel is van de orthogonale cirkel door die twee 
punten. Dat is wat anders dan een gp ich fraaie illus- 
ratie in het irkelmadel van Poincaré 





uur 1 Hen Poincaré (185-192) wa een belangrijke 


Frans vislundige 


Toepassingen van inversie 

Hooldsuk 3 gaat over enkele laepassingen van inverse: 
de arbelos, het raakprobieem van Apollonius, metals 
bijzonderheid he vinden van de Soddy-cirkels van drie 
drkes, en de cel van Peaucellier (waarmee een cirkel 
‘beweging kan worden omgezet in een rechtlijnige, en 
omgekeerd) Aan het einde van dit booldstuk staat (wat 
‘onpvallend) een onderzoeksopdracht: Onderzoek de 
gevallen CPP, CLL PLL en LLL van het raakprobleem van 
Apollonius (C= rk, L = lijn, P = punt} 

Een tweede onderzoeksopdracht staat aan het einde van 
het besland met uiwerkingen: de ‘kelen van Pappas 

gen serie aan elkaar rakende cirkels, Deze opdracht is 
voorzien van ven aanzet tot onderzoek. 

In de laatste paragraal van dt holdstuk warden inver 
sebeelden behandeld van de parabool en de hyperbool 
En da levert als het de lezer met GeoGebra lukt, aaie 
plaatjes op 

Appendix 2 bevat een verzicht (die pagina's) van de 
definities en stellingen die de te leveren bewijzen kannen 
‘ondersteunen. En je zult het ltd zien, in de laatste 
guur zi en Joue: de loodlijn op AC uit het middelpunt 
van de ingeschreven cirkel van driehoek ABC staal niet 
\oadrecht op AC. 
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Complexe getallen 
Im een dere bijge ie deumoaden via de Epl 
vest sant aan behandeling an inverse di gaar 
Lp het gebruik vr eamplane getallen, Is ieer de lol 
ding daaar 

An deze paragraat gar we op een ande mara ien 
naar imersie We doen da met beki van de cle 
Getallen, Wie ernderstelen dan wel datje weet va 
Emplane gelen zij en dat je ermee hart rekenen. 

Das bijmabeed dt je weet hae je coaplee getalen ij 
lkr oel ople af hoe je ze et elkaar maa vere 
rige. We gaan er oek vat da je bekend bert 
vat cp antie en lt de fncis de ere 
Karan met en reld afer) in 
Ver Empe vak, zals en pigelig, atie, amie 
pede Te alat gaa we a ware het gebe van 
gene gelen bi mer hr a 

Er worden, za blif, vogl wat sen gesteld aan de 
ler Hete daaren tret dat deze paragraaf sie Cn et 
boekje zei pgenaaen. 


Canclusie 

Het boekje past zeker i de Zebra-aerie, bedoeld voor 
leerlingen uit de hoogste Klassen van het va (en 
eenieder die belangstelling heet voar wiskunde). Het is 
helder geschreven en het bevat de lndamenten van de 
Inversie. Maar de behandelde stol zal zeker ook nieuw 
zijn voor menig wiskundeleraar. Ierse behoorde var 
(zover ik heb kunnen nagaan, alleen tot de examens 
van de Lo-akte wiskunde, die toentertijd een derde 
graads bevaagdheid gal vaar ul, malo en ambachts- 
chool, De behandelde materie is evenwel niet eenvoudig, 
‘en er moe, zoals bijna ali bj vlake meetkunde, veel 
geaelend warden om de oplassingsstrategeën voor het 
bewijzen van stlingen en constructies onder de knie le 
Vuijgen. En dat houdt méér én dan het doonverken van dit 
boekje. 

De lay-out ie mijns indens wat rommelig: hier en daar 
onnodige witregels, anbedrukte paginadelen on illus- 
raties in wisselende graate (soms le groot naar ijn 
smaak, En, benadruk het hier opnieuw, het gebruk van 
‘GeeGebra vraagt meer toelichting. 


Over de auteur 

Diek Klingens was tot augustus 2014 (indjredacteur 
van Eulides Tot aan zijn pensioen in 2010 was hij ok 
wiskundeleraar, lerarenapleuder bij het technisch beroeps 
onderwijs en schoolleider. Gedurende enkel jaren was 
hij lid van de ETWO-ontwikkelgroep meetkunde vaar 
wiskunde B vwo, E-mailadres: dhlingensigmailcom 
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WERELDWISKUNDE FONDS 
IN GAMBIA 


Mirjam Abbes 


Een school ineen dor in Bambie voorzen van me: 
terialen voor de wiskundeles een van de mitiatieven 
waar het Wereldwstunde Fans vang jar een bijdrage 
aanlever gam Andes vertelt hoe het ‚ntiatef cot 
stand kwam en hoe het werd uitgevoerd. 


Ontoareikend onderwijs 

Het ondervij in Galba emit toersikend. He ezgeven 
gebeurt aleen mar Kasskaal. De groepen zin groot, 
soms wel zeventig leringen in een lokaal. Eris amo 
doende meubilair en materiaal. Leerlingen maeten voor 
hum eigen boeken, schriften en polood zorgen. Door de 
gole armoede staat dit onderaan het ijsje van ouders 
De leraar han niet zien wie de saf mia beheerst en ers 
geen aandacht voer het individu. 

kom al sinds 2003 in Gambia en zie dat het onderwijs 
ret toereikend sen dat dt zin weerslag heet op de 
hele maatschap. Lerlingen wordt iet aangeleerd hoe 
ze prablemen zelf trnnen oplassen Je lunctianeert in gen 
graep en er is alli wel iemand dl het antwoord weet. 
En dat zie je bij de volwassen bevolking terug Er is een 
‘sinachtende houding Is er een probleem, dan komt er 
vast wel iemand langs die het probleem vor je oplost 


(DE LEERLINGEN HADDEN VOOR HET EERST 
VAN HUN LEVEN EEN PASSER IN HUN HAND 


Materiaal voor 410 leerlingen 

Bij zijn hulp aan het onderwijs in Gambia gaat het ij 
‘eram dat kinderen zelf aan de slag gaan. Dat ze grenzen 
verleggen en zich goed voelen als ze zel iets hebben 
gedaan ol opgelost. Via een collega in Lelystad hoorde 
(van het wiskundelands. Op de middelbare schaal in 
bore de borof Basie Cycle School, ward wiskunde 
les gegeven, maar zonder materialen. Vandaar dat ik, 
gen aamraag heb gedaan. Met de wiskundedocent in 
‘Gambia heb ik geëmentaiseerd wat vor maleralen ze 
Konden gebruiken. Toen ik de lijst zag verbaasde het me 


ze 


dat die zo basaal was: schrien gelinieerd, blanca en 
geruit, potloden, passers, ialen, gum en rekenmachines 
Eigenlijk al het materiaal waar de eeringen zelf voor 
moeten zorgen, maar wat ze iet hlben vanwege geld- 
gebrek. In de aanvraag gingen we uit van materiaal voor 
410 teeringen 

Algelgpen decerber ben ik in Gambia geweest en samen 
met de wiskumdedocent en een taichaueur zijn we op 
pad gegaan om het materiaal le kopen. De reis naar de 
haaldstad was rim anderhalf ur. De winkel waar we. 
moesten zijn za er riet ui als een winkel. Hel was zo 
Hein dat ik er amper naar binnen kon. Moet ik hiervoor 
#10 leerlingen al het materlaal kopen? Maar alles kwam 


ELK KIND BESEFT DAT SCHOOL NODIG IS OM 
LETS VAN JE LEVEN TE MAKEN 


út alle hoeken en gaten tevoorschijn. De eigenaar werkt 
samen met een Duitse organisatie voor scholen. Das hij 
gal me nog wat materiaal cadeau. Daarna moest alles 
verpakt worden en op het dak van de tax warden vastge 
bonden. Tee uur later konden we weer vertrekken. De 
lading was zwaar en ik zag de laxihautleur even beden 
elijk maar zjn tal kijken. De wegen in Gambia zijn 
lacht en sams moet je over behoorlijke hoblels en diepe 
Iuilen. Maar we zijn gaed aangekamen. Met op de acher- 
aak een uiers tevreden en blij wiskundedocent 





De volgende dag ben ik terug naar schaal gegaan en 
heb ik een hele leuke wiskundees bijgewoond. De 
leerlingen hadden voor het eerst van hun leven een passer 
In hum hand. Vijg kinderen, di niet ween hoe zoiets 
werkt Ik taendacent en zeer slecht wiskunde heb in 
eze les moeten meehelpen. Maar ik heb genoten van. 

de leerlingen die genoten. Daarna maesten er hoeken. 
gemaakt worden en heb ik vaar het eerst van mijn leven 
oak ets van een wiskumdeles opgestoken. Toen de les was 
aigelapen, bedankten de leerlingen en de docent mij Het 





guur 3 Over die maanden ie ht ramen 


bleek dat ze over drie maanden ecamen in deze ander 
delen moeten doen 

Voor mij was it een heel fijne emvaring. Soms sta je 
machtelaos als je de ondenijsiuatie in Gambia ilt 
verbeteren. Je bent erg afhankelijk van kaanciële hulp. 

En als je dan zit hoeveel meer je kunt bereiken door een 
actie als deze, dan hen je dankbaar. En de leerlingen? 
Die gaan in Gambia zograag naar school. Elk ind beselt 
dat school nodig is om iets van je leven te maken. En door 
deze hulp beselen ze dal andere mensen op de wereld 
bereid zij om hum daarbij te helpen. Dal is al zoveel 
waard voor ze 


Over de auteur 

Mirjam Albes ie werktaam als talendecent op de ISG 
Arcus in Lelystad. Een paar maanden per jaar werkt ze 
‘als vrijwilliger in Jore, een dar in Gamba, Daar werk 
ze samen me leraren in het Keuter, basis- en middel 
baar onderwijs op het gel 
materiaal en hygiëne 





ed van lesgeven, arganisaie, 
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BOEKBESPREKING 


KNOPEN IN DE WISKUNDE 





Auteurs: Meike Akveld on Ab van der Roest 
Uitgever: Epsilon Uitgaven, Amsterdam (2015), 
Zebrareeks, deel 16 

ISBN: 078-90-5011-151-7 

Prijs: € 10,00 (64 pagina's: paperback) 





Knopen zijn overal om ons heen en de wiskunde erachter 
Is opallend diep en divers. Meelkunde,graenthearie 
polynomen en algebra zijn allemaal verlegenwoordigd. Zo 
bieden nopen een uitstekende ingang lat de wiskunde, 
Juist ook op middelbareschooliveau. Een zebraboelje 
prer knapen is daaram een aaminst, Akveld en van der 
Roest slagen erin am de lezer goed te betrekken bij 

de materie met een hands-on aanpak en maar lielst 62 
opgaven in 60 pagina's 





zet tate edet 
var 1 Diagram van drie kapen De aast wee stellen 
dezelde Inoop voor. Onderaan staan hun Jnes-plynamer 


Knoopdiagrammen 
De saret van het zakje Ls on pan va 
Vaoopdtagranaen te helen Zo verd he an aat 
grenen met een otra ID kid: Wats een kop 
lapan? Dat is an graaf met parten en sen getatend 
In ha a waart elk pat ver jaan samenkomen. 
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Roland van der Veen 


De lijnen raken elkaar verder nieten in ieder punt zijn de 
uiteinden van wee tegenoveliggende lijnen onderbroken, 
zie figuur 1, Door de onderbreking van de linen ontstaat 
en visuele suggestie van lijnen in 3D die ander elkaar 
doorgaan. 

Natuurlijk zijner veel verschilende knoopdiagrammen 

die inuitiel dezelide kroep voorstellen. Bijvoorbeeld de 
laatste twee diagrammen in iguar 1, De eerste knaap is 
daaderdelijk anders, al is dit let zo gemakkelijk aan 

te tonen. Wat bedoelen we eigenlijk precies wanneer we 
zeggen dat wee knapen hetzelde zij? Op deze vragen. 
wordt in het zebraboeje uigebreid ingegaan 

Hier volstaan we met een uilleg hoe je uit kropen 
polynomen tevoorschijn kunt toveren. En wel op zo'n 
manie datje er eenvoudig knopen mee kunt onder- 
‘schelden. In guur 1 staan de polynomen ander de knopen 
gegeven. Aan de polgnamen kunnen we zien dat de eerste 
twee knapen inderdaad verschillend zin, Dit vormt het 
hoagtepunt van het bele en brengt ons direct lt de 
cuting-edge van het wiskundig onderzoek. 


Polynoman 


‘Onze beschrijing hierander van hoe je z'n plgnaam. 
kunt berekenen aan de hand van een Anoopdagram is 
iets eenvoudiger dan die in het zebraboekje, maar nag, 
‘steeds niet makkelijk Tach zou het voor geinteresseerde 
leeringen te volgen moeten zijn aan de hand van simpele 
‘voorbeelden, Interessante wiskunde is nooit makkelijk 

en hier gaat het am het beroemde Janes-polynaom waar 
Vaughan Janes in 1900 de Fields Medal vor wan. Er 
‘wordt volop onderzoek gedaan naar deze polynomen (sok 
dear de recensent zelf) 


guur 2 Een Kruispunt (ader) an de mee magelijke manieren 
van spitsen Lins de linkersplsing, rechts de ectersplisng 


We beginnen ermee ons knaopdiagram te vereenvou- 
digen door de kruispunten te splitsen, zoals in Agur 2. 
Dat gaat als volgt: bi ieder kruispunt komen vier lijnen 
‘samen, wee gaan onderdoor en twee bovenlangs. Met het 
spitsen vam een kruispunt bedoelen we dat we het pant 


En 


‘zel weglaten en de uiteinden van de linen op een sinpe- 
lere manier verbinden. Splitsen kan op twee manieren 

de rchterspliksing (Kguur 2, echts} en de lnkersplitsing 
(guur 2, links). Links en rechts kun je als volgt ui elkaar 
houden: als je op een van de lijnen die onderdoor gaan 
richting het kauispunt loopt, dan verbindt de rechterspl 
ing je met de lijn direct recht van je 


Het onespalgnaam dat we willen maken verzamelt de 
Internatie over alle megelike spltingen. 

In Agur 3 ze je alle acht mogelijke splitsingen van het 
diagram in he midden van guur 1. Seeds hebben we. 
alle kruispunten gespitst, en zo blj er een aantal losse 
lussen over, afhankelijk van welke splitsingen we precies 
hebben gedazen. Het Jones-palynaam kig je daar alle 
mageliheden bij elkaar op le tellen, waarbij we iedere 
mogelijke splitsing meetellen als 


Need 


Hierbij staat Rechte voor het aantal keer dat we rechte 
gesplitst helen, Links voor het antal lnkssplitsingen 
‘en Lusen vaar bet aantal lassen datje dan krijgt In 
guur 3 staat ander edere splitsing de bijdrage aan het 
lones-polgsoom. Zo tel de middelste splitsing (2e rij 2e 
Kal in guur 3 bijvoorbeeld mee als (1, want 
‘we hebben gen keer links gespitst (de bovenste), twee 
keer rechts en er is precies één lus ontstaan. Telen we 
alle bijdragen op dan krijgen we 144. Dat is het 
lones-polgsoom van onze knaap. De lezer kan nagaan dat 
we exact dezelde uitkomst krijgen voor het kneopdiagram 
rechts in guur 1, Voor de knaop inks in guur T vinden 
we juist een ones-polynoam van vc daar op dezefde 
manier de zeelien mogelijke splitsingen van de vier 
ruisingen in het kooopdiagcam op le ellen 


1e zult zien dat het Janes-polynaom nauwelijks afhangt 
van je gekozen diagram, maar alleen van de koop zel 
Het enige wat kan veranderen als je een ander diagram 
van dezelfde knoop neemt is datje polynoom met een 
macht van af vermenigvuldigd wordt Onze conclusie 
Is dus dat de eerste twee knopen in guur 1 echt verschi 
lend zin, want hun Jones-polynamen schelen veel meer 
dan allen een macht van x en een minteken. Het is leuk 
am te proberen dit zel na te gaan In het zebraboekje 
leer je hoe jedi in het algemeen aan kunt pakken met de 
telling van Reldemester 


Bijznder is dat het Jones-palysoor vrij concreet 
Is en praktisch uitgerekend kan warden voor Meine 
‘voorbeelden, maar dat het aak veel mysterieuze eigen 
schappen heelt Zo is het onbekend af er twee verschi 
lende knapen zis et een Jones-polynaam gelijk aan 
Vind je zo'n paar knopen, dan ben je ap lag beroemd in 
de wereld van de knapenthearie. Een prachti onderwerp 
vaar een zelraoekje dus 
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quur 3 Alle megelijke spsingen van de kruispunten van het 
middelste knoopdagram it guur 1, mer darander hun bij 
drage aan het Janes-puynoum. 


Conclusie 

We hebben hier een indruk gegeven van hoe je via knaap 
diagrammen al snel interessante wiskunde tegenkomt. 

In het zebrabelje wordt het alemaal rustiger uitgelegd 
met veel opgaven om mee le oefenen. Ook eenvoudigere 
‘constructies, zoals het drneklearingsgetal, komen aan bod 
(zndat het Jones polynoom minder ui de lucht kot valle. 
De kwaliteit van de llstratis en de lay-out is onder 

de maat en de wieg is soms nodlaas ingewikkeld Tach 
shet deor de vele opgaven een goede manier om met 
knapen aan de slag le gaan. Eventuele onduidelijkheden 
‘annen worden ondervangen door er The knot book van 
Colin Adams als naslagwerk bij te houden. 


Over de auteur 

(Roland van der Veen is universitair docent aan de unie 
siteit Leiden, scheel met Jan van de Craats een boek mer 
de Rlemann-hypahese en doel onderzoek naar kapen, 
meetkunde en representaletheone. E-mailadres: rvan 
derseenmalhleidenunival 
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UITDAGENDE PROBLEMEN 


Jacques Jansen, 


EEN RAAKPROBLEEN UIT HET BOEK LIEFDE & WISKUNDE 


NADER BEKEKEN 


Liefde 5 Wiskunde 


Wer behug van dynamsche meetkunde kunnen leeringen het aakgraieem PPC det 
Eder Frenkel m 1084 voorgeschoteld kreep opzij toelaangsexamen voor Maskavs- 
Kay Gesudarstrenny Universitet oplossen U els docent. mag dat gean aplossen met 


behulp van verse (spegelen ineen cirkel) Jacques Jansen plavert de weg naarde 


oplassng 


‘Rockstar mathematician 

Edward Frenkel (1968) werd als begaalde jongeman 

iet tot de universitet van Maskou, Maskovskig 
Gesudarstvenny Universitet, toegelaten omdat hij Joods 
Is. Als 21-jarige, nog vaar bij gepromoveerd was, werd 
Frenkel uitgenodigd om als gasthoogleraar aan Harvard 
te daceren, Dit staat allemaal te lezen in het boek Liefde 


& Wiskunde" Het boek is voar een deel de autobie- 
grafie van Frenkel en daarnaast gaat het ver de rol 
van symmetrie in de wiskunde én in de theorie van de 
elementaire deelijes 





vr 2 Ries of Mah and La, age: Reine Graves 
en Edward Frenkel. Foto: D Edward Frenkel 
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Een paar jaar geleden kwam hj inhet nieuws als 
‘rockstar mathematiian’ met een Alm, zie figuur 2, waarin 
hij een poging deed am in beeld te brengen hoe het 

kan voelen om wiskunde te begrijpen. Een blote vrouw, 
zijn elgen naakte lij, sensualiteit en lichaarshaligeafie 
Yowamen daar samen met wiskundige formules. Snel 
kijken ds 

Hieronder vlgt een lragmeat - Frenkel doet op zestien 
rige lech een toelatingsexamen - uithet hoek 


Raakprobleem (PPC) 
Wat bedoelen we mel en raakprobleen dat aangeduid 
wordt met PPC? Lees het onderstaande lragment. 


Nog niet Maar zet de examinator, probeer au dit 
probleem” 

Als dit een bokswedstrijd was waarin een van de boksers 
Inde hoek was gedrongen, beblaed,vanhpig proberend 
‘staande te bijven onder het spervuur van slagen die op 
hem neerdaalde [veel nan onder de gordel, zou ik 
wilen toevoegen), zau dat probleem het equivalent zijn 
van de laatste, dodelijke slag. Het zag erop het eerste 
‘gezicht onschuldig genoeg uit: gegeven een cirkel en wee 
panter ín het ak baten de cirkel, canstrueer dan een 
‘andere cirkel die door die twee punten gaat en die de 
‘eerste kel in én punt raakt. 

De oplossing is echter heel gecompliceerd Zels cen 
(pralessoneel wiskundige zou het mischien net meteen 
ummen opassen. je moet of een truc gebruiken die 
imersie wordt genoemd, een ingewikkelde meetkundige 
‘constructie toepassen. Geen van beide methoden werd 
‘behandeld op de middelbare school en zo'n problem zou 
(dus iet toelaatbaar zijn voor dit examen. 

Ik kende de methade van imersi en beselte dat ik die 
hier kon taepassen Ik began aan het grollen te werken, 
maar. 


Frenkel beschikte tijdens het examen nit aversctware 
‘zoals wij dat sel hebben mel GeoGibra. De hamvraag i: 
Hoe zouden onze leerlingen met inzet van GeoGiebra di 
raakprobteem kunnen verkennen en oplossen 


Yerkennhg 
A oen erg ap eem tk papier a in het leken 
ster van GeaGird een cil met twee verklede 
punten Aen B hef getekend dan omt Hoi vrt op 
Ken idee om de middeld te tekenen van js AL 
Notatie: mil(A) (ae figuur 5) He middelpunt va de 
plosingsckel za ap dia middeld jn moeten gen. 
cli opt de leerling dan vast. 





huur 





var 


Laten we daarom beginnen met een bijzondere situatie 
Eén van de punten aten we zegen punt A, Kiezen we op 
de gegeven cirkel (ze huur 6) 

Het middelpunt van de gezochte cirkel moet liggen op 
halfin MA en op de mil(A Bj Er is één aplosingscrkel 
Yenzij wl(A B) evenwijdig is met MA Toch ook weer 
aardig om de leerlingen met dynamische meetkunde le 
laten ontdekken dat punt B - zorg dat het verplaatst kan 
‘worden - op de raaklijn moet liggen van punt A 

In plaats van óp de elrkel kammen we pant A ach binnen 
de cirkel kiezen. Var een raakcikel an mu geen sprake 
meer zin. Een cirkel daor A en B zal drkel calid 
ijden. Echt interessant wordt het das als beide punten 
Aen B binen cirkel c liggen ol juist buiten de cirkel. We 
heperken ons onderzoek tot de twee punten de in het 
buitengebied van cirkel c liggen zoas dat gebeurde bij 
het amen voor de jonge Frenkel 





Paar momentopnamen 

Wie nemen een wilekeuig punt X op il Bj en tekenen 
een arkel door A en B met X ale middelpunt. We zorgen 
enaar dat cle gesneden wordt daor deze cirkel. De 
ripanen noenen we Cn 0 We kunnen middelpunt X 
zo verschuiven dal C en D steeds dichter bij elkaar kamen 


za 


1e liggen. Tot slat willen we dat ze zamervalen. De 
cirkels raken elkaar dan Zie de figuren 7 toten met 10. 
Interessant hierbij is am de positie van snijpunt S van de 
linen BA en DC te valgen 


ur? 


uur 


Figuur 


ur 10 
Editie 





Als de leerlingen aan het schuiven gaan mel punt Xaver 
val(A B) zal het hum iel ontgaan, dal de pasitie van 
punt S vastligt. Met die vaststeling, eigenlijk vermoeden, 
kunnen ze aan de slag. Daar hebben ze u als docent wel 
bij nodig. Het ligt na vaar de hand am gebruik fe gaan 
‘maken van de eindsituatie (ee Agur 10) 


Oplossingseanpek. 
We lamme ok de lait tkn Wie tekenen 
re zaken ikl (hoe) De stalen aar het aapt 
Wigan dan in elkaars verende Op één van de cis 
zn a tee vrschlede punten A en Varelgens 
paren we ter lederen. 
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ie 





De vraag is: hoe komen ue aan de raaklijn” Als we én 
punt van de raaklijn hebben, zijn we er. Vanuit dat punt 
kannen we dan een raaklijn trekken aan cirkel cen vinden 
we raakpunt R (er is natuurlijk nag een raakpunt} Lijn 
AB kanoen we snijden met de raaklijn die we nog niet 
hebben. Laten we dat punt nu S noemen. We hebben nag 
een lijn nodig die door 5 gaat en bepaald werdt door de 
gegeven punten A en B en gegeven cirkel c We nemen 
van gen holpclkel die doorde punten A en B gaat en 
irkel esrjdt in de punten C en D (zie huur 12) 








Kuur 12 


Maar dan komt de vraag: ‘Hoe kunnen we beredeneren 
dat het sipunt van lijn DC en lijn BA op die raaklijn 
moet liggen? 

We merken op dat geldt - anders kijk u even naar onder 
staand intermezzo — dal SASE = SCSD = SRSR Dus 
lij SR moet een raaklijn zijn aan cirkel c 

Vanuit punt 5 kun je wee raaklijen rekken aan crkel « 
Er zijn dus twee oplosingscrkels. Met of zonder 
GaoCra kunen we door drie verschillende punten een 
irkl tekenen. Een van die oplossingscirkels gaat dus 
daar de punten A, 8 en Het probleerr PPC hebben we 
dus teruggebracht tat PPP 





Intermezzo 

Gegeven iseen cirkel met middelpunt O en straal ren 
een willekeurig punt S buiten de cirkel 

Verder zijn gegeven wee willekeurige lijnen door punt 5 
die de cirkel sijde. Zie de linen AB en CD in guur 13. 
De punten A, B, C en D liggen op de cirkel. 
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Er geldt me SASB = SCSD. 
(De producen zijn canstant, Laten we die constante k 
neemen) 


Sur 





Square 5 


Beni 
ASCH  gelijkvermig met ASAD (Nh). Hieruit volgt de 
verhouding SCSE = SASD Das SASB = SCSD 
Deze betrekking geldt oak vaar de twe niet willekeurige 
linen SO en ST. ST is een raaklijn aan de gegeven cirkel 
(zie figuur 14) 

Er gelde 

SESP 








Wet inversie 

En vaar wis de uitdaging om dit problem, aangeduid met 
PPC, met behulp van inversie (piegelen in een cirkel) 
op 1e lossen. Frenkel noemt dat in zijn boek een race. 
Indien nadig, kunt vaar die trac Zebraboeije Nr 45 
raadplegen” 

De wimerking is te vinden op de website van de Euclides 


Noten 

[Frenkel E- (2015). Liefde & Wiskunde, Het hart van 
‘de verborgen werkelijkheid. Amsterdam: Novecent 

P] idem, p.55 

B] lansen, } (2015). Ierse. Spiegel in lij en in 
‘arkel. Zebra 45. Epslan Uitgaven: Amsterdam. 

Websle van Frenkel: hp edhardienkel com 


Over de auteur 

lacques lansen was veertig jaar docent wiskunde. Hi 
(sinds 1 augustus 2014 mel pensioen. E-mailadres 
jacques jansenvas.nl 


W attiadedideenl2Zjrsen 


35 





Wiskunde, onderwijs anc 


Effectief leren met ICT in de wiskundeles 





MALN\BERG OVM | Math Plus (4 


HET FIZIER GERICHT OP. ene 


ONDERWIJS MEETS ONDERZOEK 


In Fier beichten medewerkers van fiet Freudenthal Institut een thema ut hun werk en 
stean hiermee een brug nar de dagljkse onderwijspraktik In deze afieverng gean Paul 
Orjvers an Sietske Tacoma in op de vage de gentral stonden op de in jun DB ge 
houden conference Onderwijs meets Onderzoek. georganiseerd doo de NVN de SLD en 
he Freudenthal stituut Wax kan vakdidactisch onderzoek betekenen vor de prak 
van het wiskundeanderwijs en foe kan deze praktijk nchting geven aan het onderzoek? 





\ragen uitde klassenprekijk. 
Aan Onderdij mees Onderzoek amen tachtig docenten 
en arderekers deel. Het pragratana verzi haast ven 
plenaire lziag en parallel werkermnen ok neen 
Foer, waar ini (boen jandarmekers hun verk 
Sunplant rel entiokaue zevsenteerden. 

Har goed te zin dt zich een nieuws geef 
wisande-Adociche onderzoekers aandiende vant 
han prs per villen denken wer vat wel 
enmet oki he fakindeoderwj en waar De 
aren lammert ih doreen levendige seer en 
Interessante discs, ander aderen de aliitende 
rendeaesesa Veagen uit de Klasanpati tanden 
Geneandin deze dacumis fur 2 Hamel Kodde Bite 





collegas tn je eigen Massen experimenteren met verschil 
lende aanpakken, werkvormen en hulpmiddelen, am 

1e emaren wat voor jou en voor Jouw leerlingen werkt 
Alison Clark Wilsom en Paal Drijvers beschreven in hun 
plenaire lezing wat van belang is voar een dergelijke 
‘onderzoekende houding: in de eerste plaats een interesse 
\m een Ienameen, de nieuwsgierigheid om daar meer van. 
1e weten, de bereidheid om zen obectiel standpunt in 





ige De anderlelsese met (lr) Pau Drijvers, Bet te nemen, de wens am (eten boven tall te halen on het 
Pepin Etrina Smallegange, Sir Garst Hete Voges vermogen om daarop te rellecteren. 
Desiree van den Bagaart en Jas Toom. Z'n experiment in de Klas kan zorgen voor verbetering 


In je praktijk als wiskundedcent lop je tegen allle 
‘vragen aan, Van welke werkvormen leren leerlingen het 
meest? Welke hulpmiddelen zijn nuli in welke stua- 
ties? Hoe worden wiskundige denkactuiteiten (WDA) 
getoetst in de centrale enamens (zie kader Ì op de 
volgende pagina)? Om antwoorden tevinden op dergelijke 
‘vragen, kum je een tijdschr als Euclides openslaan (de 
Jaargangen staan online) am te zoeken naar ervaringen 
van andere docenten Of je kant online in ijdschrilten 
zoals Pedagogische Studi ol Educational Studies in 
Mathematics nagaan wat er vanuit onderzoek al bekend 
Is over deze kwestie Daarnaast kam je, alleen ol met var 3 Mariae van Dijke 
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van je lessen en mogelijk kun je ook andere dacenten 
‘emihausiast krijgen voor jouw aanpak. Za onderzocht 
Marianne van Dijke bivaarheeld hat elect van gen gedil- 
Ierentieerde aanpak in haar lessen over statistiek in vaa 
2 Maar het risi beslaat dat je weinig verschil vindt, of 
dat je aanpak niel in elke Has werkt af dat je collega's 
erniet mee uit de vanen kannen. Kartom, je bevindingen 
zijn mogelijk weinig robuust Voor degelijke antwoorden 
op vagen di in de Kas spelen is systematischer 
wiskunde-didactsch onderzoek nodig 





Wiskundige denkactiviteiten in eindexamens 


Promaomostossen 





guur 4 Kermaspecten van wiskundig denken 


Resulteten 

Overzicht van het aantal evamerragen waarin WDA, 
getoetst worden im pilat en reguliere evamens voor have 
(2011-2015) en vwo (2012-2015) en bijbehorende percen 
ages 


‘Alvamefaar wa plate egulierHava plat Have regle 
zon ne (424 (3119 16 
zz onse (2/7 (rs (snoeen) anas 
zons jon emg Jones |ar7 em) (anos 
zoa (onee (onee (ono (32 zna(r 
205 (ene ga Jonesy |onoass 





Taal 6 52370 (a 20,0 (224 11/5 (124) 
In de pilotexamens wardi meer WDA getoetst daa in de 
reguliere examens, hoewel dt per jaar slk verschilt 

De verschillende Kemaspecten van WDA worden nietin 
gelijke mate getoetst. Met name probleem oplossen komt 
aan bod. 

Piltieerlingen op bet havo scoren gemiddeld hoger 
(60) dan reguliere leerdingen op overlappende 
WDA-vragen. Op het vwo ie cht verschil +4 in het 
voordeel van de piloleerlingen 


ader 1 Deel van de poster van Hanne Kndde-Buiterhuis 
ver WA in eindevamens 


Wiskunde-didactisch onderzoek 

Wiskunde-didacisch onderzoek kan op verschillende 
manieren van pas komen. Ten eerste kan het de huidige 
situatie beschrijven en in kaart brengen. Kader 1 geelt 
hienan een voorbeeld: hoe zt het met WDA in de 
ewamens van de algelopen jaren? Ten tweede kan hel 
onderzoek uitwijzen wat er gebeurt als we het anders 
aanpakken. Daarbij wilje met alien weten al de inter 
ventie werkt (aanpak À werkt beter dan aanpak B’) 
maar zoek je aak naar verklaringen daarvoor {daor 
(aanpak A ontstaat). Dergelijke verklaringen helpen 
am de uitkomsten van onderzoek algemener loepasbaar 
te maken: we weten nu net allen iets over aanpak A en 
‘aanpak B, maar kammen met behulp van deze verklaring 
‘(ok vaarspellingen doen over aanpak C en aanpak D. 
Door dergelijk verklaringen verstigde uitkomst van 
gen wiskunde-didactisch onderzoek dus de specifieke 
onderzoeksitatie 

'Daamaast kan kennis over anderzoeksmetheden van 

pas komen bij het opzetten en uitvoeren van een onder 
‘zoek. Een wiskunde-dactsch onderzoeker za in de al 
bestaande teratuur over eerder onderzoek ap zoek gaans 
maar mogelijk geschikte aanpak en een theoreische 
‘onderbouwing daarvan. Het resalaat van dat onderzoek is 
‘gen antwoord op de oorspronkelijke vraag ui de klassen 
prakijk Maar misschien nag belangrijker is de onderbau- 
wing van het antwoord, dor de bevindingen te verbinden 
met andere resultaten ol met ven verilarend theoretisch 
kader. En in veel gevallen raepen de resulaten ook weer 
aieuwe vragen op. 





Onderzoekersbril. 

Graag willen we wiskundedocenten aanmoedigen om ap 

‘gen ol andere manier ookal en Ioe en anderzoekers- 

brt op te zeten. Zoals Jelle Kaldewai directeur van. 

het Nationaal Regieorgaan Onderwjzonderzoek, in de 

‘opening van de conlerentie aangal, beslaan hiervoor 

verschillende mogelijkheden 

- le kunt als docent deelnemen aan onderwijsenper 
menten, bijvoorbeeld in samenwerking met onderzoe 
Kers van universiteiten. 

<_e kunt samen met collega's lesmateriaal ontwerpen 
‘en beproeven, bijvoorbeeld in een Docent Ontwikkel 
Team ol een pralesionele leergemeenschap. In veel 
gevallen ward hierbij de methode van Lesson Study 
gebruik. 

5e kunt deelnemen aan cursussen ui het nascha- 
\ingsaanbad ol ui de reguliere programma's van 
hogescholen en universiteiten 

«kunt een kartlapend onderzoek aanvragen bij 
NWO, bijvoorbeeld in het kader van bet programma. 
Wiskundeleraar in onderzoek ol het NRO-pragramma 
Prokijkgericht onderzoek. 

<_ Voor uigebreidere promotieonderzaeken zijn er 
mogelidheden va de programma's Dudac, NWO 
lerarenpromatiebeurs, en Promadacs 
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Docenten di zijn gepromoveerd kunnen een 
Postdac-VO beurs aanvragen 

Deelnemen aan anderzae is niet aleen nuttig vanwege 

de opbrengsten ervan, Vaak haren we van dacenten terug 

datde betrakdenhed bij wiskude-didactisch onderzoek 

hen inspireert, han kennis verept, en hen vooral helpt 

am hum eigen praktijk te ontwikkelen en te verbeeren 





guur 5 Destnemere aan de calerentie ‘Onderijs maer 


Onderzoek 


Over de auteurs 
Paul Drijvers is hoogleraar in de didactiek van de 
wiskunde bij het Freudenthal Instituut en is tevens ween 
schappelijk onderzoeker bij Cita, 

E-mailadres PDriversual 

Sietske Tacoma doet bij het Freudertal lasttuut prom 
ieonderzoek naar het gebruik van automatische feedback 
In uriverstar slatistiekonderwis. Daarnaast werk ij aan 
de ontwikkeling van de Digi 





le Wiskunde Omgeving en 
it zein de redacte van Euclides 
E-mailadres: 5,GTacomaul 
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n 
VASTGEROEST 


DE SCHULDIGE BLIK 


Ab van der Roest 


ie eet ar har meest van een callegraelesbezoek) 
Ab van der Roesc heeft ‚iedergeval veel geleerd van 
het observeren van zin colega, 


Op mijn school wordt door de aldelingsleing cole 
glaal lsbezoek gestimukeerd. Met mijn collega Thec-Jan 
‘sprak ik al dat we elkaars les zouden bezoeken. We 
kozen ervoor om in deze les een denkactitet centraal le 
tellen. Theo-Jan koos voor het bewijs van de abe-fermule 
(a vn 3 Im een eerdere ls had hij het kwadraat 
afsplitsen behandeld. Dit werd in de geobserveerde 

les kort herhaald en vervalgens moesten de leerlingen 
wecken aan hel bewijs. In de rol van waamerer zi je 
‘opeens dingen waar je in de rel van docent overheen 
ikt. De wersteling van leringen metde algebra isin 
deze les veel groter dan ik verwachtte, Je realiseert je op 
dat moment da je daar In je eigen es gewoan avecheen 
ijk en dat voorbeelden veel belangrijker zin dan je zou 
willen. Daarmaast luistert het nau hoe je iets verwoord 
Ie zal dit proberen te ilastreren met een voorbeeld. 


Kwadraat afspisen 
De opdracht le de verglijding tr +0 of le 
asen met waat llen. De verelijg vordt 
bed tt (e= 1 Den tg als maine: de 
is de helt van Gen de + wort duidelijk uitgelegd 
men (Cf = 9 an anda Je maar he mce je er van 
aftreden Valle del, maa in het verl van de 
tes bid deze ute iet helemaal lerend. 
Wonne he algemene gal a be aa de 
rde kom ward vi ne here ta vere s=0. 
Maar da lj het Kaat alpen 

Het moet warden: (re van jemoet de helft an 
5 nemen maar wai hel van een onbekend getal” 
Trema a toen datje vaar gewoon Lat, vantje 
vermenigldigt ben 1 en da oe bj den ae en 
schuldige blik naar 

Om het side van het beij te ale, werd er tier ar 
een root perlen vaar sore Langen heen gewalst. 
De lering accepteert datde heft veen hete ts als 
vermerigddgn met, maar ls waarserat had ha 
vermoeden dat hij di let echt begreep. 

In hat nagesprek mas Thea et et rij baarle 
eea ahem niets verven, vant, bedacht ik meel 
da ine Kok regelmatig mats te breken, moet je 
ts bepaalde pritloengjes ern negeren, adt aide 
de voarlgaag ia gevaar Kot. Late repte je et wel 











39 


Aanvullen van de vergelijking 
Gon ld gede verhaalen vand vel 
King, De eerder opge Gr 4 =D werd wilgen 

ls (1 =O maar didatisch vas de werking 
(OO beter genees els meet scrijfkek, 
Paar de 1 wrdt ditdelijer getver Je ant ook 
Kiema vaa de aanpak Gi en dan vn het ivoor 
het == leken bet Buadeaat af te plise. Date vor merk 
lering misshien en mallie metoda Je hoeft Je 
rie dr te maken wat wb laf moet, wart je trekt het 
Vatna er atijd vaa aje rol als docent mel je sel 
reageren als er lats riet helemaal didl De leeling 
gel aan dat het riet didl en je moet ok met ie 
lering verder naa en beogd emtau: In de avan 
anar el je vel on ar vaar aa ta der. 
Ean beed van an vara: 

ae ete 























Neer nu Zp 


3 de vergelijking wardi dan 
eam 





(ppp zg 
(tp tg 
eN arl 


Substitte geelt 


zeta [Et he lEn 
Erin Cn Erk 
Aalto obal a baat 
el ta et madraat 


alpen wart meer herkenbaar, Hel stieren geet 
misschie andre moelijkheden en dat de elan gelijk 
Is aan blif her natuurlijk vak een mogelijk struikel 
bok 


Helft van ba 
Waggon terp de hel van 5. De hel pmen 
van E bekent en enor zeten oda je met vere 
melig zelde doc Dao deze opmerking dat aan 
bepa var van lensen andel van ezel 
Ean vergljkdg ale e= 12 heden la = 4 gote 
met beide enten delen door 3 De vergelijking Ex = 4 
heredia = 12 met de motsatie beide arl verma 
migen me 3 Als rs eens bij de ars vergelijkng 
delen daar Jl vrmenigvuligen met Sana gemenen 
bi de ede consent zu egen dt pe vermenigvuldigt 
met Sol del daar, dan berek mischien vel dat vaar 
de leerlingen delen a vermenigvuldigen echt gelijkwaardig 
warden. Alsje dos maat delen dor ar je ook vermeng 
ige niel LDI kan vonken dat een schie 
bl maar ijn dlg verl jij mi obser 


Over da auteur 

Ab van der Roes is docent wiskunde aan het ehthus 
Callege te Veenendaal. Dit schaaljaar verblij hi an China 
‘en zal ij ans van daaruit gaan hechten 

E-mailadres: ssfichttuscoflegenl 








n 
WISKUNDE DIGITAAL 


ONLINE SCHOLING STATISTIEK 


Lonneke Boels 


Deze keer aen one toepassing die vaar docenten zelf 
ts bedoeld en hel veel toepassngen voor learingen 
oplevert Teaching Scausties through Oera ivestiga- 
tons van het Friday Institute (Fl) Eind september is 
opnieuw deze graus massive open online course (NOOC) 
van scart gegaan de heel poed aansluit bj het nieuwe 
evamenprogramma staustiek vaar havo en vwo Ook 

in het vaoraar van 207 start ereen Lonneke Boels 
heeft de scholing deze zomer gevolgd en vand et zeer 
leerzaam, 


Leren data te onderzoeken 

Deze Engelstalige MOOC gaat over hoe je statistieke 
onderwijs kunt vormgeven door leerlingen dat le laten 
onderzoeken. In korte tijd krij je inzicht in hoe je dit 
door leerlingen kunt laten doen en welke hulpmiddelen 
bienoor beschikaar zin zoas: Tirkerplats, Fathom 
maar oak Geogebra en StafCrunch. Er zijn verschillende 
pes waarin je leerlingen aan het werk ziel met data 
en de vragen hoor die ze daarover selen 





ur Lering bestudeert de ontwleling van het gemiddeld 
nemen in Har 


Eucuipes 92 | 2 


In totaal zijn er na de oriëntatie vi units, onderwerpen, in 
de schling. Elke und start mel een uitleg van de cursus 


leider waarna een discussie met cen evperipanel volt 
Daarin zien we bijvarbeeld Susan Frie — een bekende 
docent en onderzoekster binnen het staistiekonderwijs 
Per ni krijg je een overzicht van de essenliële zaken 
‘zoals de vier asen van de onderzoekscyelue vragen 
stellen, data verzamelen, data analyseren en data inter 


preteen. In een volgende amit ontdek je hoe je dit op drie 


nieaus kunt aanbieden aan leerlingen. Venalgens rig 
| vaoreelden hoe je dt kunt toepassen in lesaen Eris 
wok lesmateriaal beschikbaar. Je analyseert dit materiaal 
em discussieert met collega's overde hele wereld over de 
Iawaliei var het materiaal en mogelijke verbeteringen af 
aanpassingen voor e eigen siuaie. 

Hoewel de MOOC gebaseerd is op het andervij in de 
Verenigde Staten, komen de deelnemers aan de MOOC 
van over de hele wereld. Al en oe is een vertaalslag 
nodig naar de Nederlandse situatie maark vond dat 
verrassend veel bruikbaar in de Nederlandse klas 
Lauke datasets vaar leerlingen zijn bijvoorbeeld die van 
‘Gapminder (zie higuur 2,7 








(esprminder World 2015 





TEA 


zn NOME en 








vur 2 Een van de interactie datasets van Copinder 


Op Tuvatas staan datasets DE SCHOLING 


de betrekking hebben op. 








guur 3 Twal beat datse vertekent 


Pluspunten 

Be schalig 1 grais en anne te volgen. 

Zehm op lk maen van de do de lanen vagen. 

Ze schaling geeft legan tat een schat aan lama 
ralen lomarhelden dutatases ern solar, veelal 
itis toegankelijk ak nadat de curss vont 

— De ijaveseg is beper Hat irinae 
arend angen 10 ur var an crficaat 20 
var edig, Een plcrtliaat kost 250 url hebt 
dar de be U dre projecten waarde het aten 
iere van zen sadatsch ondeek dor jus 
teerigen 

Het tk goed ar Li het achtertiggende dae van 
het a ee maman ogrnnd voo isde A, Cn 
Dean werken met grt datasets 

=De saisifdenrs warft pgelt bijarbeeld wat 
is variatie? 

Er orde arbeiden geeen van geschie loes 
venen sane ia de ar van eezpgeven. 

Eem aantal vanrbeeden is genadelik on e bomen 
maa en oderispdracht of praktische opdrach. 

— Tet veel pa van dann Zar de hele wereld 
met ein lemen lele stes en nps 
Aabaser, lei, is en dents ernaar. 

emt op ole mend ijdens de ars Ischrjn, 
dus ol ha de startdata 


GEEFT TOEGANG TOT EEN 





eee” | SCHAT AAN LESMATERIALEN. VEELAL GRATIS 


‘vrij gemakkelijk een spre 





ingsplt maken van bijvoor T 
beeld het bestede budget 

versus de gemiddelde beoor 

deling van de Klm, zie figuur 3 Zo heelt Finding Nemo 
ven budget van 9 mljgen dollar en sen gemiddelde 


EGANKELIJK 


— Je word geeanlanteerd met wat je zelf wel of nag 
niet weet over salistiek, daor bijvoorbeeld de vragen 


‘waardering van 945. De achterliggende tabel is beschik de je aan lerlingen kunt stellen ces zelf te beant 


aar alsje op fable view hikt. Craheken en diagrammen 
zin eemaudig te maken. Dat kan een manie aanleiding 
zin om te bespreken welke grafische weergaven zinvol 
zijnen welke niet 
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woorden. 
— Het niveau is vaar een hava/vwo-docent goed te doen 
— Veel software waarnaar wordt verwezen is ini 
iel, waardeer het Engels voo leerlingen vaak geen 
probleem zal zin. 


a 


Vinpunten 

=De seling Lin het Engels Het smit als je 
rale vale ant 

Doorten op andere momenten werkt kan 
born aren vorda je aac kj op jaw 
ingebrachte discs Al je erg lan ma het 
taten van de css tsp Komt er saas gen 

Ver het behalen an er erica moetje on 
sisi pasten a sen rectie op een dscaie 
geven. Dld sans tat vat mieseggende rele 

— Eige vorken van de tig ideas van satie 
onders is wal anda 

=De leamterdalen zijn in het Engels en moeten das 
mog el warden vrl. 


Eindoordeel: ‘aanschalen! 

Geschikt voor: docenten havoiwe en eventueel maa 

Kosten gratis 

Geest op: laptop met Internet Explorer 11,04 

Mates Friday Intiute 

Te vinden via: hips place nesueduf 

Links 

U hips gopminderorgflac-teachers/ 

(2) hp gapminder org 

B htpsituvalatscom/datasets{pluar vs dreamwarks/ 
acties. 


Bent u van plan naar aanleiding van di artel mee le 
gaan daen met de MOOC Teaching Satistiesthvough 
Data Investigations? De redactie van Euclides is 
benieuwd naar uw ervaringen! 


Over de auteur 
Laaneke Baes t wiskundedacent ap het Christelijk 
Lijeeum Delf en directeur van Alaka, prolessionas in 





wiskunde en rekenen 
E-mailadres: LBoels@erlyceamdelanl 


az 





PUZZEL 92-2 


GEVANGEN IN ORANJE 


Liekede Rooij 
Woblen Doyer 


Me kwamen op het idee voor deze puzzel dens een 
aljd inspirerende masterclass van Hans Finkenberg 

‘im Leiden, waar hij een bewijs liet zien dat een route 
‘door een getriangsleerde drichoek onder de gegeven 
voorwaarden altijd doodloopt. Het was slechts een lemma 
voor nag mooiere stellingen. 


Voorwaarden voor ale opgeven 
Gegen sen ieoek D meteen de lk tn hoepinten 
Wen EW heuren el oat een andere eur: 
ard rand, Wi en B lam Veelen zeten we een 
ara paren op de zijden aa Ln he iamengetied van 
D. Dean parten eren we nar ze elk met aen van 
die Keuren maat op elk zijde van D hosten twe 
verschillende deuren Kanan, du tcf de hoekpunten 
var de betrelnde zijde 

Ten sltie gaan we D anger daor laar iet 
dende inte tusen de pasten te leken tt het 
pels verdeeld in eine droes Er magen geen 
paren ee Ln hef wende van de driehoeken a ap de 
iden ervan olijven Hat binmengebied vn steen 
el die verschlnd gekeurde oeigunter Kltren we 
We lanen ns het reutiaat aarin al de late 
grond van en cieakige gangers met dleoekige 
len. De ijt taten parler me elke er ij 
uren Ale andere lijauijes zijn deuen tie echter maar 
arn art aijn te openen met een pasen sleutel. 
Erzijn de verschillende sleutels Ro gt er een 

voor de deur tagen rde er vatte pinten, de allen 
pengaar als ij het ode pant ink an zich hes. Vn 
nr de deur aaan wite en blame pta (elite pnt 
Haks en Bart voor de ter ai en rode pmen 
(Gina part inks) 
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De buitendeuren kunnen slechts één keer worden 
geopend en na gebruik vallen ale deuren weer achter ze 
eht in het slot Er is dus geen weg terug 

Rab, Wim en af Bart warden de gevangenis Ingestuurd en 
lopen zover ze kunnen in de hoop weer buiten tekomen. 
Sams lokt dat, maar als er dan nag een buitendeur is 

gie ze kunnen openen, warden ze onmiddelijk weer naar 
binen gestuurd. 


Zo ziet win guur 1 wat er kan gebeuren als Rob naar 
binnen wordt gestuurd. Aar het eind zt hij gevangen. 
In een aranje gekleurde cel, welke buitendeur hi ook 
aanvankelijk kiest 





aur 1 B, 


R w 











Nu warden ook Wim en Bart naar binnen gestuurd in 
de driehoek van figuur 1. We kijken naar alle Meine 
driehoekjes (cellen die minstens één van de drie heeft 
bezocht af waarin semand is vastgelopen. 


Opgave 1 - Hoeveel cellen kunnen er marimaal zijn 
bezocht, incusief de cellen waar ze eindigen”? 


Nu mag u de Keuren van de punten (behalve R Wen 
B) tn guur 1 veranderen, wel volgens de gevoede 
voorwaarden. 


Opgave 28 - Bepaal een Keuring, zo dat Rob zoveel 
mageljk cellen kan helen bezacht 


Als u een kleuring hebt gevonden waarbij Rab alle cellen 
vanbinmen kan bekijken kunt u opgave 2b overslaan. 


Opgave 2b -Zelide vraag 
Onderzoek ol het mogelijk isdat als Rob en Wim de 
gevangenis in warden gestuurd, ze samen alle cellen 
vanbinmen kunnen hebben gezen. Zo niet, hoeveel elen 
kunnen Rot, Wim en Bart dan samen heben gezen? 


Nu gaat het om het aantal cellen dat daor minstens één 


van de twee ol dre is bezocht, inclusief de cellen waarin 
ze eindigen. 
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Opgave 3 Zolde wagen als opgave 2, maar nu mag u 
zamelde keuren alsde triangulatie in guur î veran 

deren. Het aantal punten op elke zijde van Den in het 
binnengebied blif hetzelde. U mag ze wel verschutven. 


Nu mag u het aantal punten op de zijden en inhet 
binnengebied van D zelf bepalen 


Opgave Aa - Bepaal een triangdatie en keuring met zo 
‘min mogelijk punten, maar minstens één in het binneage- 
bied van D, zodanig dat Rob nadat hij is vastgelgpen alle 
cellen kan hebben bezocht. 

Opgave Alb - Idem, maar nu met minstens acht punten in 
het binnengebied. 


Ten slotte 
Opgave 5 - Leg uil dat ij elke triangulatie en elke 
Keuring ander de gegeven voorwaarden, elke persoon 
ergens binen de driehoek D zal vastlopen in een oranje 
eel 


Inzenden oplossingen 

‘Gehele of gedeeltelijke oplassingen kunt u weer mailen 
naar lekenabienglhoimaiLl ol turen naar Lieke de 
Rao, Oudeweg 27, 2811NN Reeuwijk Er zijn weer 20, 
punten te verdienen voor de ladderwedstrid en extra 
punen als wij uw idee vaar een nieuwe puzzel geluier 
De aamoerder van de ladder antvangt eon baekenban er 
waarde van 20 euro. En u hoeft helemaal net alle vagen 
1e beantwoorden om in te zenden en zo uiteindelijk tach 
beven aan de ladder tekomen! Inzendingen moeten iter 
lijk op maandag 5 decenber binnen zijn 

Op de website vindt u de uitwerkingen van puzzels 91-7 
en spoedig aak die van 92-1. Vanal de vorige Euclides 
verschijnen de uitwerkingen drie weken na het sien van 
de inzendingsermijn op de website, inclusie de volledige 
ladderstand. 





WV vataderchdeDpuzzl 


LADDERSTAND 
1 Verbakel vaa 
1 Linders 18 
1 Klein 15 
Li Pos 165 
A Grünefeld IE 
1 Guichelaar 107 
F.van Hoeve a6 
1 Remijn 7 
Kvander Straaten 78 
G Bouwhuis 5 


We feliciteren Jan Verbokel van hare met de ladderprijs 


> 
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NOTULEN VAN DE NVVW-JAARVERGADERING 


ZATERDAG 7 NOVEMBER 2015, VEENENDAAL Kees Garst 


Opening 

De voorzitter, Suer Gart heet iedereen welkom, in het bijzonder de aanwezige ereleden 

en afgevaardigden van NVON (Nederlandse Vereniging vaar het Onderij in de 
Natuurwetenschappen) NVORWO (Nederandse Vereniging tot Ontwihieing van het Reken 
WiskundeOnderwij| Ia (vokvereniging inlormatia en IT) en CTE (College voor Toetsen en 
Examens). Erzijn afmeldingen binnengekomen van paf . van der Bij en Joop van Doorman. 


Jaarrede 
De voorzie spreekt de jaarrede vit. De volledige tekst van de jaarede is rug le lezen in 
‘Euclides nummer 3 van jaargang 91 


Kotulen 


De notulen van de jaarvergadering 2014 worden zander vragen ol opmerkingen vastgesteld 


Jaarverslagen 

De jaarverslagen 2014-2015 van de NVW en van Euclides (gepubliceerd in de digitale editie van 
‘Euclides jaargang 91 mummer 2) worden vastgesteld, ander dankzegging aan de auteurs, vespectie- 
velijk de secretaris Kees Garst en de eindredacteur Marjanne Klam. 


Financiën 

Penningmeester, Gert de Kleuver licht een aantal zaken oe. Het exploitatiesald aver 2014-2015 
bedraagt COA Th. het 100-arig jubileum wardt alvast een reservering gemaakt. Ook de rente 
over hel in een keer verstrekte bedrag vaar het project vakinhoudelijke nascholing draagt bij aan het 
vermogen 

Baten: In 2013 is de begrating vastgesteld voor 2014-2015, maar levens in 2013 besten lat 
contributieverhaging. Dit heeft ot gevolg gehad dat de inkomsten uit contributies hoger zijn dan 
begroot. Daarnaast leidt de toename van het aantal leden tot toegename inkomsten. De verkoop 
van Zebraboekjes en inkamslen wit advertenties hebben ook bijgedragen aan ven hoger bedrag aan 
baten dan begro 

Lasten: De bestuurshasten zijn hoger uitgevallen dan begroot de boreackosten zij daarentegen 
verlaagd. Dit heelt te maken mat het onderscheiden van de werkzaamheden die de beleidsmede- 
werkster Heleen van der Ree uitvoert voor het bestur en var de ledenadriistate 

De begroting 2016-2017 verwacht cen tekort van € 9300, , maar hierbij wordt opgemerkt dat 
verdisconteerd moet worden daler een reservering wardt gemaakt voor het 100-jarg jubileum. 

De kascantrlecammisie geet in haar verslag aan dat er geen anregelmatigheden zijn geconsta 
eerd, waarna de pemingmeester wordt gedechargeerd voorhet gevoerde beleid. De penningmeester 
(telt var de contributie voor het komende jaar niet te verhogen en spreekt zijn dank uit vaar het 
targuidige werk dat Heleen en Peter van der Ree verichten Lov de fmancile adninistratie. 

















Aanpassing van de statuten 


Het bestuur set voor een drietal artiklen in de staten als volgt aan te passer: 


Artikel 3e 
Het lidmaatschap van een zogenaamde koepelorganisatie, te ween van de vereniging thans 
genaamd: “Federatie van Onderwijsbonden CAHF/VCP (Centrale van Middelbare en Hogere 
‘Functionarissen bij Overheid, Onderwijs, Bedrijven en Instellingen VCP Vakcentrale voor 
Professionals) gevestigd te Zeist, danwel een daarvoor in de plaats tredende instelling 


In gen reactie stelt een id dat ay: dle plaats van de vereniging als onderdeel var een verkoe- 
pelende vakbond de naam van de vereniging beter gewijzigd kan worden in Nederlandse Vakbond 
van Wiskundeleraren. De voorzitter licht toe dat de NVW als vereniging lid isen benoemt enkele 
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voordelen van ct lidmaatschap, zoals jridische ijsland en inkomsten voor de vereniging. Maar 
bovenal wil de vereniging er zij voor de wiskundeleraren en het wiskumdeondervijs 
De voorzitter brengt artikel 3e in stemming en dt wordt metde vereiste meerderheid 





genomen. 


Artikel 8.1 nieuwe tekst 
Het algemeen bestuur bestaat vit ten minste vj personen die door de algemene vergadering 
worden gedaen vit de leden. 

Het degelijks bestuur bestaat it dre (3) leden, nameljk de voorzitter secretaris en penning 
meester. 


Ook deze aanpassing wardt met de vereiste meerderheid aangenamen. 


Artikel 3: neuwe tekst 
Bestuursleden warden gekozen vaar een termijn van maximaal drie jaar. Een aftredend bestuurslid 
‘terstond herkiesbaar. Een bestuurslid kan maximaal drie termijnen achter elkaar ziting nemen in 
het bestuur 


De voorzitter licht toe dat deze aanpassing het huidige bestuur en toekomstige besturen een 
\nspamningsverplichting oplegt am te zorgen vaar continue verieuwing in het bestuur en, in geval 

dat niet binnen de gestelde lermijnen lak, ze bij de laden trug moeten komen om verantwoording 
ale leggen. Deze aanpassing ward eveneens met de vereiste meerderheid aangenomen. 

De voorgestelde aanpassing van het huishoudelijk reglement laet vaart it de aangenamen statu- 
enwijziginge en is verder net apart in stemming gebracht 


Bestuursverkiezing 

De bestuursleden Lig Wester en Gert de Klewer zijn altredend, stelen zich verkiesbaar en worden 
kazen De bestuursleden Henk Razer Christan Boud, Alb van der Roesten Herk van 

der Koo reden af als bestuurslid. De voorzitter mok in zijn dankwoord duidelijk welke bijdragen 
de aledende bestuursleden hebben gehad vaar de vereniging en hel wiskindeonderwij in hel 
‘algemeen. In het bijander warden genoemd; de rl van Herk Razenhar als ‘ollsmaanelje’ van het 
bestuur, Chritaan Boud als plailbezrger van het wiskundeandervijs in het mbo, Henk van 
der Koo met zij brede kennis op vee teinen van het wslundeonderwijs zowel in Nederland als 
daarbuiten en voor zij iet binnen de programmacammise van de studedag, en Al van der Roest 
ader meer vor zijn bijdragen aan de carus ‘Has Kijk je een zamen na. Bmengenoenden rijgen 
ls dank een schilderij aangebaden van de unstenar lohan Ileeman de zich heelt laten speren 
daar de themas leraar, wiskunde en vereniging 

De voorgestelde kandidaten Tanja Groenendaal, Michiel Daaraan, Win Caspers en Gert Treurniet 
worden tot bestursld beroerd 


Rondvraag 
Hiervan wordt geen gebruikgemaakt 


Sluiting 
De vooriter sluit de vergadering en geel het woord aan Henk van der Kooij voorhet inleiden van 
de studiedag. 
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>| Verenigingsnieuws 


as 


COLOFON 


edet gan da Nede eri vn Wd 
Vea venti aagrvnee 


Redactie 
Ton Goris hed 

Lieh ae deca 

Toman van Beal 

Pi Bac 

Ertl 

See Tcone 

(le Vere eran 

Per Baret arte 

Inzenden bijdragen 

Tom Gar, Careers van Deuren 12 54 BN Erden 

Emi vallen 

Richtlijnen voor artikelen. 

el dial eind aren asta 50 varden state en 
Vat apar dta alen a hoge ete Zie ar aen 
ger alledrie 

Realisatie 

Outer en vormge ali ner en align 

De Klasen blom ha Verende 











Nederlandse Vereniging van Wiskundeleraren 


Veorziter 
‘Smler Gans Melensrast 5255 AN Oude onge 
Ema vooreen 


Serra 
‘Wees Cars Deuter as as Derden 
Eat sram 


Ledenadministratie 
Heleen va der Re, Bada 25, 201 AA Nieuwerkerk ld lee 
TAO 12 10 7 mat edenis 


Helpdesk rechtspositie 
NVA Hede Adieu 
Pd 7 KE Colnbg Tel (045531 24 


Lidmaatschap 
‘erlämarschag vande Wb relief uche 
‘De coiburie pr verening baat vor 
‘eden € 100 
eden mar dan zende Eide: € 5000 
taenia (at 27 jaa) en gepersanecden €400 
eden an de VVL al her KN €000 
‘Bidrage a Gat E250 
‘Meme leden dieen ich op egeven bij deedenadiisaie 
‘Opzeggngen moetn pantie vi Jd 
‘Beag nnen 0 gen afc, 


Abonnementen Euclides niet-leden 
‘Abonnementen geldensteeds vara vande lopende agar 
‘Personen (reeden vande UM: 7000 

‘sure enschoer € 15000 

‘Wase nummers zijn op avraag leverbaar: €2000 

Beag binnen gen afc. 


‘Advertenties en bijstuiers 
De Kler bedfaaniate 
Verden 10 EC VeendalTl (3) 75 


Ema ardaakdesl 


46 


KALENDER 


a deken Venen ale var wknd gelij en 
vane kasten enden oenen 
Peder data rag zosponi gel doreen ande ader 


Enon 
Finale Nederandse Wkunde Olympiade 
Organisatie NWO 


vane 
vaarande A-lyngiade /Wislunde B-dag 
Organieaie Fraude Ist 


ZE 
Crmlrentie Aancuting PO vna rekenen en wislande 
Organisatie NVM, NVORMWO en SLO 


wael 


Eerste ronde Nederlandse Wiskunde Olympiade 
Organisatie NWO 


NOCERA 
Naiaale Wiskunde Dagen 
Organieaie Freudenthal stut 


we 
Onderbouw WskundeDag 
Organieaie Freudenthal stut 


vane 
Op de scholen: Wakangeerse, 
‘WersidWijdeWitundelhedijd vor 
basis en middelbare scholieren 
Organisatie: Stiching Wiskunde Kangoeroe 











En 
is 


Hrrde stan de verwe veringen de bieren 
olies vermeld var he asin van oedeeingen en van de 
evn eend ge dam và 
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mr schie verschiningsdatum deadline 





Eucuipes 92 | 2 


CASIO. 





Whiz-Kit voor Whizzkids! 


Ukent ze vast wel, leerlingen uit de bovenbouw havo/vwo die de ‘gewone’ wiskundestof. 
snel onder de knie hebben en het leuk vinden uitgedaagd te worden. Speciaal voor hen 
heeft Casio een boekje ontwikkeld met opgaven die net verder gaan dan de basisstof. 


Wilt u GRATIS één of 
meer van deze boekjes 
ontvangen? Stuur 

dan een e-mail naar. 


educatie@casio.nl ME 








Tr Noordhoff Uitgevers 


GETAL 
RUIMTE 


N 
NN 






Ontdek Getal & 
12e editie havo 


onderbouw! 
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